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Factorisation dans Q[t, x]

Nous allons maintenant nous intéresser au probléme de la factorisation des polyndémes bivariés
a coefficients dans Q. L’objectif de ce chapitre est de développer un algorithme qui, étant donné
F € Ql[t, x], retourne la liste [(F1,m1), ..., (Fs,ms)] des paires (facteurs irréductibles, multiplicités).
L’idée est la méme que pour la factorisation sur Z[z] avec cette fois 'anneau Q[t] jouant le role de
lanneau Z, la réduction modulo (¢) remplacant la rédution modulo (p).

1. Factoriser F' modulo ().

2. Remonter cette factorisation modulo (#*) pour une précision k suffisamment grande.

3. Recombiner les facteurs modulaires en des facteurs dans Q[¢, z].

Avec l'algorithme de factorisation sur Z[z] et le lemme de Hensel a notre disposition, on a de fait
tous les ingrédients pour écrire un algorithme de factorisation dans Q[t, x]. C’est 'objet de la Section
1. On a vu dans le cas de Z[z]| que le nombre de recombinaisons a tester peut-étre exponentiel en
le degré. L’enjeu de la section 2 est de montrer que l'on peut profiter de la richesse de ’anneau des

coefficients Q[t] pour réduire le probléme des recombinaisons & un probléme d’algébre linéaire, de
complexité polynomiale en le degré de F'.

1 L’approche naive

1.1 Reéduction au cas séparable unitaire

Comme d’habitude, la premiére chose a faire est de se ramener au cas ol F est sans facteurs
carrés. Pour ce faire on considére F' € Qlt, 2] ~ Q[t][z] comme un polynoéme en x a coefficient dans
Q[t] et on mime ce que l'on a fait dans le cas des polynomes a coefficients dans Z :

1. Réduction au cas primitif
2. Réduction au cas unitaire

3. Réduction au cas séparable

On supposera donc désormais que F' est de la forme
d—1
F(t,z) = x% + Z a;(t)x’,
i=0

avec Res(F,0,F,x) # 0. On note ici 9, la dérivée partielle par rapport & z. On a d := deg,(F) et
on notera e := deg,(F') le degré en t de F'.



1.2 Reéduction au cas F(0,x) séparable

Pour remonter une factorisation modulo () & une factorisation modulo (¢*), on peut utiliser
le lemme de Hensel dés lors que F' est réduit modulo (¢); on montre ici que 'on peut toujours se
ramener & cette situation par un “shift” ¢ := ¢ — a de la variable t.

Le polynome F'(a,x) est réduit de degré d si et seulement si a n’est pas racine du discriminant
par rapport a x

Ay = Res(F, 0, F, x).

(discriminant et résultant coincident car F' est supposé unitaire. Sinon, il faut diviser le résultant
par le coefficient dominant de F' vu comme polynéme en x). On a donc un nombre fini

deg,(A;) = deg, Res(F, 0, F,x) < e(2d — 1)

de mauvaises valeurs de ¢ et il suffit de faire un changement de variable FF(t,x) := F(t—a,x) pour
a € Q tel que t —a ne divise pas A, pour se ramener au cas F'(0, x) séparable. Si GG est un facteur
de F'F on retrouve le facteur correspondant G de F' en posant G(t,z) := G(t + a,x).

1.3 Remontée de Hensel et recombinaisons

On se place maintenant dans I’hypothése

deg(F(0,2)) =d
(H) Res(F(0,x),0,F(0,x)) # 0,
F unitaire vu dans Q[t][x].

Considérons la factorisation analytique de F' dans Q[[t]][x]
F=F x-xFs

D’aprés (H), le lemme de Hensel permet de calculer les F; a une précision modulo (t¥) arbitrairement
grande & partir de la factorisation irréductible de F' modulo (t)

F(0,z) = F1(0,2) x - -+ X Fs(0, z).

Considérons maintenant
F=F x---xF,

la factorisation irréductible de F dans Q[t, z]. Chaque F; divise un unique F; dans Q[[t]][x] et comme
F est supposé réduit, il existe une unique collection 1, ..., 1, de vecteurs p; € {0,1}* tels que

Fltx oo x Fls = F 0 i=1,...,m (1)
Le probléme des recombinaisons consiste a calculer les p;.

Comme les facteurs F; sont de degré au plus e = deg,(F') en ¢, ils suffit de calculer les F; avec
précision (t¢T1), puis de tester quelles combinaisons multiplicatives des JF; tronqués divisent F' dans
Q[t, z]. Attention, rappelons que "anneau Q[t|[z] n’est pas euclidien. Cependant, on peut faire des
divisions euclidiennes par rapport & x car les J; sont supposés unitaires en x.

On a ainsi tous les ingrédients pour écrire un algorithme de factorisation dans Q[t, z]. Cependant,
on a vu dans le cas de Z[z] que le nombre de recombinaisons & tester peut-étre exponentiel en le
degré. L’enjeu du paragraphe suivant est de montrer que l’on peut profiter de la richesse de I’anneau
des coefficients Q[t] pour réduire le probléme des recombinaisons & un probléme d’algeébre linéaire
de complexité polynomiale en le degré de F'.



2 Recombinaisons en temps polyndémial

Pour réduire le probléme des recombinaisons & un probléme d’algébre linéaire, on va considérer
les p; comme des inconnues dans 'espace vectoriel Q° plutot que dans l'ensemble fini {0, 1}%.
2.1 La méthode des dérivées logarithmiques

Pour ramener les combinaisons multiplicative (1) en des combinaisons linéaires additives, on
utilise le morphisme de dérivation logarithmique

dlog: (k(z)",x) — (k(z),+)
fo— f/f

agissant sur les polynémes univariés a coefficients dans un corps k. C’est un morphisme du groupe,
transformant le produit en addition :

dlog(fg) = dlog(f) + dlog(g).

En regardant les F; et les F; dans Q((¢))(z) et en appliquant dlog a (1), on obtient

0. F;  O.F .
Z,LLZ]?: ZZl,...,T.
j=1 /

F;’

En multipliant par F', on obtient une égalité dans Q[[¢]][z] :

Zﬂijﬁjaﬂc}—j = Fo,F;, i=1,...,r (2)
=1

ou

ij:H‘Fk et Fz:HFk

k#j ki
désignent les quotients respectifs de F' par F; et par F; dans Q[[t]][x]. Comme les membres de droite
de (2) sont dans Q[t, z] de degré au plus e, I'égalité (2) équivaut a

s
Z/’LijGj = E@mFZ, 1= 1,...,7". (3)
J=1

ou G désigne le reste de la division euclidienne de ﬁjaxfj par tt1. 11 est donc naturel de définir
le sous-espace vectoriel V C Q°

V= {(zl,...,zs> € Q, izj(;j € <F18xF1,...,Fr8$FT>Q}. (4)

J=1

2.2 Base échelonnée réduite

Une matrice est dite échelonnée réduite (en lignes) si le nombre de zéros précédant la premiére
valeur non nulle d’une ligne augmente ligne par ligne jusqu’a ce qu'il ne reste plus que des zéros.
Voici un exemple de matrice échelonnée (les x désignent des coefficients arbitraires, les @ des pivots,
coefficients non nuls) :



oo oo o
OO OO %
SO o OoOh ¥
OO OPh ¥ *
O O % ¥ ¥
O O % % ¥
oo P x x %
O O % ¥ ¥ *
O PD % * % ¥

0 0 0

La matrice est dite échelonnée réduite ou canonique si les les pivots valent 1 et les autres coefficients
dans les colonnes des pivots sont nuls. En voici un exemple :

1 « 00 x x 0 % 0
001 0 x = 0 % O
00 01 = % 0 % 0
00 0O0O0OO0OT1=x20
00 0O0O0OO0OTO0OT O1
00 0O0O0OO0OO0OTQ OO0

Toute matrice & coefficient dans Q admet une unique matrice équivalente sous forme échelonnée
réduite. Il existe des algorithmes rapides qui renvoient une base d’un sous espace vectoriel sous sa
forme échelonnée réduite. La fonction Nullspace de Maxima renvoie toujours la base d’un noyau
sous sa forme échelonnée réduite. On a le lemme suivant :

Lemme 1 Le sous-espace vectoriel V admet (1, ..., ) pour base échelonnée réduite (i.e forment
une matrice échelonnée réduite quitte a réordonner les ;).

Preuve. Par construction on a u; € V pour tout i = 1,...,7. Comme F(0,z) est séparable, les
polynémes ﬁjﬁxfj(o,m), j =1,...,s sont linéairement indépendants sur Q, donc les ]:'jﬁx]:j le
sont, donc les G; le sont. Par le méme argument, les Fi(?xFi le sont aussi. Il s’ensuit que dimV = r.
Comme les u; € V, ¢ =1,...,r sont deux a deux orthogonaux et & coefficients 0 ou 1, ils forment
(mis dans le bon ordre) la base échelonnée réduite de V. 0.

On a donc caractérisé les p; comme base d’un sous-espace vectoriel de Q°. Bien sdr, on ne connait
pas les F;, donc on ne peut pas déduire directement de (4) des équations explicites de V. On va
utiliser pour cela la décomposition en éléments simples.

2.3 Décomposition en élément simple

On se fixe pour toute la suite (I1,...,ls) € Q% et G = > _1;G;. Soient ¢1,. .., ¢q les racines de F
dans Q[[t]], on Q désigne une cloture algébrique de Q. On a donc

F=(x—¢1) % xX(x—¢q)
et la décomposition en élément simple de G/F dans Q[[t]][x] est

F - az—¢1 x—¢q

ot les résidus p; € Q[[t]] sont donnés par

G
—'01+.+ Pd (5)

. G _ G(t7¢z)

On a la proposition clé suivante :



Proposition 1 On a (I1,...,l;s) € V si et seulement si p; € Q pour tout i =1,...,d.

Preuve. Sil € V, alors G est par définition combinaison linéaire des F;9, F;. Comme

resa(B2) — e, (250) - 4

les résidus p; de G/F sont donc constants pour tout i. Montrons I'implication inverse. On suppose
maintenant les p; constants. En substituant ¢ = 0 dans (5) puis dans la définition de G, on obtient

S

LG afo
pr(¢ I “7. (7)

=1 7=1

Par définition (6) du résidu, on a

e (22102 _ [ 5 F000) =0
¢:(0) F;(0,z) /|0 sinon

on déduit en appliquant resg, oy a (7) que I; = p;(0) pour tout i tel que F;(0, $;(0)) = 0, soit encore
l; = p; car p; est supposé constant. Combiné avec (5), on obtient

G = LFi0.F; (8)
j=1

(on est ainsi passé d'une égalité modulo (t*T1) 4 une égalité dans Q[[t]][x]). Soient maintenant F;
et F; divisant un meéme facteur irréductible Fj, de F. Il suit de (8) que

Fi divise [;0,F —G dans QI[t]][z].
Comme le membre de droite vit dans Q[t, 2], cela force
F; divise [;0,F —G dans Q[t]][z]

car F; et Fj sont conjugués (i.e facteurs irréductibles dans Q[[t]][x] d’'un méme polynoéme irréductible
dans Q[t, z]). Comme F; divise également [;0,F — G, il suit que

.Fj divise (li—lj)(‘)xF (9)

dans Q[[t]][z]. Par hypothése 0, F est premier avec F', donc il est inversible modulo F; et (9) force
l; = 1;. Ainsi, l; = [; dés que F; et F; divisent un méme facteur irréductible de F. Autrement dit, [
est combinaison linéaire de p1, ..., us, soit encore [ € V d’aprés le lemme précédant. ]

2.4 Conditions pour que les résidus soient constants

Puisque nous sommes en caractéristique nulle, les résidus p; de G/F sont constants si et seulement
si leurs dérivées sont nulles :
o= 1( G(t, (1)) ) _0
‘ dt axF(tv¢z(t))
On calcule la dérivée p en utilisant la régle de dérivation des fonctions composées

S(H(1,0(1))) = QH(t, 6(1)) + & (NDH (1, 0(1)).



et en utilisant ’égalité

GO =~ e

Pi
O F (L, ¢i(1)
obtenue en dérivant la fonction identiquement nulle F'(¢, ¢;(t)) = 0. On trouve
D(G)(t, ¢i(t))
pi(t) = ENa TN
L E(t, $i(t))
ou D : Q[t,z] — Q[t, x] est application Q-linéaire définie par

D(G) = (0,GOLF — 0,GOF)9,F — (afoaxF . 6§xF8tF>G, (10)

avec les notations 02, F = 0;(9,F), etc. Ainsi, on a p; = 0 pour tout i = 1,...,d si et seulement si
D(G)(t,¢i(t)) = 0 pour tout i = 1,...,d, si et seulement si F' divise D(G) dans Q[t][z] (la division
euclidienne par F' dans Q[t][x] est bien définie car F' est supposé unitaire).

Bien que ’on n’ait aucune borne a priori sur le degré en t du reste de la division euclidienne de D(G)
par F', le lemme suivant permet de ramener le critére de divisibilité de D(G) par F' & un nombre
fini d’équations linéaires. Pour un polynéme H = Y ¢;;jt'a! € Q[t,z], et deux entiers 0 < k < [, on
définit les polyndmes tronqués

[H]' = Zcijtixj, et [H]L = Z cijt'ad.

i<l k<i<l

On a le lemme suivant :

Lemme 2 Soit D(G) = QF + R la division euclidienne de D(G) par F dans Q[t][z]. Ona R =0
si et seulement si [Q]3¢ = [R]¢ = 0.

Preuve. Comme deg,(G) < d — 1 et deg.(G) < e, on vérifie aisément que (10) implique les
majorations suivantes

deg,(D(G)) <3e—1 et deg,(D(G)) < 3d— 3.
Ainsi, si R=0,0n a D(G) = QF et
deg, Q = deg; D(G) — deg, F' < 2e — 1

d’on [QJ3¢ = [R]?** = 0. Inversement, si [Q]3¢ = [R]** = 0, on a D(G) = [Q]**F modulo (#3¢).
Comme les polynomes [Q]**F et D(G) sont chacun de degré en t au plus 3e — 1, il suit que 'on a
'égalité D(G) = [Q]**F dans Q[t, z]. O

Ce lemme motive la définition de ’application linéaire suivante
L:Q° — Q[t,7]e—12d-3 X Qt, z]3e-1,4-1
Do (@B IR

ot @ et R sont les restes de la division euclidienne de D(G) par F, avec G = Y ;G; et D(G)
comme ci-dessus. La notation Q[t, z];; désigne I’espace vectoriel de dimension finie des polynémes
de degrés < ken t et <[ en x. On obtient finalement le théoréme suivant :

Théoréme 1 Le noyau ker(L) admet (u1,. .., 4s) comme base échelonnée réduite.

Preuve. Découle des résultats précédants. O



3 L’algorithme

En suivant exactement la méme procédure que dans le cas Z[x], on se raméne au cas ou F' € Q[t, ]
est séparable unitaire en x, ce que ’on supposera désormais pour alléger ['algorithme.
FactoBivariée(F) :

Entrée : F € Q[t, x] séparable unitaire en x.

Sortie : La liste des facteurs irréductibles unitaires de F'.

1. Rédution au cas F(0,y) séparable. On effectue un changement de variable F(t,x) := F(t — a,x)
pour a € Q tel que t — a ne divise pas le discriminant de F' par rapport a .

2. Factorisation modulo (t). On utilise un algorithme de factorisation dans Z[x] pour factoriser F'
modulo (t).

3. Remontée de Hensel. On réitére le lemme de Hensel pour remonter la factorisation modulo (%)
en une factorisation F' = Fj x --- x Fy & la précision (¢7+1).
4. Recombinaisons. On fabrique la matrice de 'application linéaire L définie précédamment :

4.1. On calcule le quotient F; de F par F; a la précision (1),

4.2. On calcule les G; := flayﬂ a la précision (t%+1).

4.3. On calcule L(Gy), ..., L(Gs).

4.4. On en déduit la matrice de 'application L.

4.5. On calcule la base échelonnée réduite (u1,. .., u,) de ker(L).

5. Calcul des facteurs. On calcule les produits F; = [[;_; Fi,

6. Translation et retour. On renvoie la liste [Fy(t + a, ), ..., F.(t + a,z)].

Théoréme 2 L’algorithme FactoBivariée(F) est correct. Il utilise une factorisation univariée dans
Z[z] de degré d et @((de)wTH) opérations arithmétiques dans Q.

Preuve. L’algorithme est correct d’aprés le théoréme 1. La complexité de l'algorithme découle des
complexités des différentes sous-procédures mises en jeux (Hensel multifacteurs, division euclidienne,
pged, résultant, noyau de matrice, multiplication polynémiale multifacteurs). Voir la référence pour
plus dedétails.

Comme 2 < w < 3, cet algorithme déterministe est de complexité sous-quadratique en la taille
O(de) du polynome d’entrée (modulo bien sir la factorisation univariée probabiliste de degré d).
Cette complexité est la meilleure connue actuelle pour les polyndémes denses. Cet algorithme est
récent (2010) et n’est pas encore implémenté dans tous les logiciels de calcul formel (je crois que
Maxima utilise une variante plus ancienne...)

Références : G. Lecerf, New recombination algorithms for bivariate polynomial factorization based
on Hensel lifting, Appl. Alg. in Eng., Comm. and Comp. 21, no 2 (2010), pp 151-176.



4 Exercices et TP

Exercice 1 Ecrire une procédure Test(F') qui donné F' € Q[t, z| retourne Vrai si F' est unitaire en
et F'(0,z) est séparable, et retourne Fauz sinon. Choisir un polynéme test Ez de degré raisonnable
(environ 10) tel que Test(Ez) = Vrai, ayant 2 ou 3 facteurs irréductibles sur Q[t,z] et 4 ou 5
facteurs modulo (). On s’aidera de ce polyndome Fx pour tester les différentes procédures dans la
suite du TP.

Exercice 2 Ecrire une procédure Mod(F, k) qui renvoie le reste de la division euclidienne de F
par t* puis adapter les procédures Hensel et EtapeHensel du cas Z[z] au cas Q[t, z].

Exercice 3 En s’inspirant de la procédure du méme nom décrite dans le cas Z|[x], écrire une procé-
dure FactoModulaire(F) qui, étant donné F € Q[t,x] unitaire en = et séparable modulo (¢),
retourne les facteurs analytiques F, ..., Fs de F calculés a la précision (t1), o e = deg,(F).

Exercice 4 En déduire une procédure ListeG(F, FM) qui, donné F' et F'M la liste des facteurs
modulaires, retourne la liste des polynoémes G1, ..., G décrits dans le cours.

Exercice 5 En déduire une procédure Recombinaisons(F, LG) qui donnés F' et LG la liste des
G, retourne la base échelonnée réduite (y1,. .., i) du noyau ker(L) de 'application L décrite dans
le cours..

Exercice 6 En déduire une procédure FactoBivariée(F') qui, donné F' € Q[t, z], retourne Faux
si F' n’est pas unitaire en x et séparable modulo (¢) et retourne la liste [Fy, ..., F,] de ses facteurs
irréductibles sinon.

Exercice 7 Enrichir la procédure FactoBivariée(F') de compteurs temps qui renvoie les temps
d’exécution des sous-procédures FactoModulaire(F'), Recombinaisons(F, F'M) et le temps total
d’exécution de FactoBivariée(F).



