
UNIVERSITÉ CAEN-NORMANDIE

Laboratoire de Mathématiques Nicolas Oresme

Incursions en géométrie algébrique

e�ective et calcul formel

Martin Weimann

Mémoire d'habilitation à diriger des recherches.

Mention : Mathématiques

Date de soutenance : 14 juin 2024

Devant un jury composé de :

Xavier Caruso - DR CNRS, Université de Bordeaux
Pierrette Cassou-Nogues - PR, Université de Bordeaux
Alain Couvreur (rapporteur) - DR INRIA, Saclay
Grégoire Lecerf (rapporteur) - DR CNRS, Ecole Polytechnique
Enric Nart - PR, Université Autonome de Barcelone
Denis Simon - PR, Université Caen-Normandie
Martin Sombra - DR ICREA, Université de Barcelone
Bernard Teissier (rapporteur) - DR CNRS, Université Paris-Sorbonne

´





Table des matières

Remerciements 1

Introduction 3

I Incursions en géométrie torique complexe 9

1 Trace, résidus et problèmes d'Abel-inverse toriques 11

1.1 Motivations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2 Le cadre projectif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3 Généralisations au cadre torique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3.1 Rudiments de géométrie torique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3.2 Concavité torique et théorème d'Abel. . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.3.3 Le théorème d'Abel-inverse torique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.3.4 Le théorème de Wood torique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.4 Trace et courants : la transformée d'Abel-Radon . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.4.1 Courants. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.4.2 Méromorphie sur un sous-ensemble analytique singulier. . . . . . . . 21
1.4.3 Holomorphie sur un sous-ensemble analytique singulier. . . . . . . . 21
1.4.4 La trace comme transformée d'Abel-Radon. . . . . . . . . . . . . . . 22

1.5 Trace et résidus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.5.1 Rudiments de calcul résiduel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.5.2 Représentation résiduelle de la trace . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.6 Eléments de preuve des théorèmes d'inversions . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.6.1 Preuve du théorème d'Abel-inverse torique . . . . . . . . . . . . . . 27
1.6.2 Preuve du théorème de Wood torique . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2 Problèmes d'osculation 31

2.1 Enoncé du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.2 Le théorème d'osculation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2.1 Ouvertures. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.3 Formules explicites dans le cadre torique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

II Contributions à la factorisation des polynômes 37

3 Factorisation des polynômes bivariés 39

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.2 Un algorithme torique probabiliste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.3 Algorithmes toriques déterministes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.3.1 Préambule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.3.2 Un algorithme de complexité exponentielle. . . . . . . . . . . . . . . 43
3.3.3 Un algorithme de complexité polynomiale. . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.3.4 Ouverture : une meilleure complexité torique. . . . . . . . . . . . . . 47

3.4 Factorisation via une �bre critique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.5 Factorisation vs désingularisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50



Table des matières

3.5.1 Ouverture : calcul des adjoints modulo (x). . . . . . . . . . . . . . . 53
3.6 Polynômes de petits discriminants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.6.1 Ouverture. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4 Factorisation univariée sur un anneau valué et applications 57

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.2 Le cas des séries formelles. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.2.1 Séries de Puiseux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
4.2.2 Applications. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.2.3 Irréductibilité et type d'équisingularité. . . . . . . . . . . . . . . . . 61
4.2.4 Ouvertures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.3 Anneaux de valuation discrète complets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.3.1 Ouvertures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.4 Anneaux henséliens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.4.1 Ouvertures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

III Autres contributions 71

5 Sur le lieu �ex des hypersurfaces 73

5.1 Résultants et résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
5.2 Eléments de preuves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
5.3 Ouverture : le lieu hyper�ex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

6 Sur la gonalité des courbes algébriques 79

6.1 Dé�nitions et résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
6.2 Modèle canonique, syzygies et gonalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
6.3 Syzygies scrollaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
6.4 Algorithme et exemple. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
6.5 Variantes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

6.5.1 Courbes gonériques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
6.5.2 Courbes planes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

Bibliographie 87



Remerciements

Je remercie très chaleureusement Alain Couvreur, Grégoire Lecerf et Bernard Teissier
d'avoir accepté la charge d'être les rapporteurs de cette habilitation. J'exprime aussi toute
ma gratitude aux autres membres du jury, Xavier Caruso, Pierrette Cassou-Nogues, Enric
Nart, Denis Simon et Martin Sombra. Réunir autant de mathématicien.ne.s dont les travaux
de grande qualité ont in�uencé mes recherches est un grand honneur.

Lors de ma maîtrise à Bordeaux, j'ai découvert les distributions, qui permettaient de
"dériver des fonctions non dérivables". Concept si séduisant que mon intention première de
me spécialiser en théorie des nombres dériva en une thèse en géométrie analytique complexe
sous la direction patiente et passionnante d'Alain Yger, à qui j'adresse ma plus profonde
reconnaissance. Mes années de post-doctorat furent ensuite l'occasion de nouvelles ren-
contres qui m'ont indubitablement apporté scienti�quement et je me dois de mentionner ici
quelques noms : André Galligo, Mohamed Elkadi et Laurent Busé à Nice, Mikaël Passare
à Stockholm, Michel Brion et Jean-Pierre Demailly à Grenoble, Martin Sombra, Jose Bur-
gos et Carlos D'Andrea à Barcelone, ou Joseph Schicho en Autriche, liste évidemment non
exhaustive. Spéciale dédicace à Adrien Poteaux, avec qui nous avons maintenant partagé
beaucoup d'aventures mathématiques. Merci à tous.

Depuis maintenant douze ans j'ai le plaisir d'être membre du LMNO, laboratoire ma-
thématiques caennais. D'aucuns me rappelleront mesquinement que ces douze années furent
entrecoupées d'une légère parenthèse de cinq ans sous les tropiques - et j'en pro�te pour
saluer les collègues de Tahiti -, donc disons plus honnêtement sept années passées à Caen.
C'est un grand plaisir d'y partager mon bureau avec Denis Simon, avec qui il est si agréable
(mais trop rare, satané emploi du temps) de parler de maths, et qui au demeurant a ac-
cepté d'être le garant de cette habilitation. Le LMNO o�re un cadre de travail chaleureux.
Les groupes de travail, le séminaire de théorie des nombres, les rencontres arithmétiques
de Caen, ou encore les rencontres de l'équipe TNGA où l'on maîtrise l'art d'éplucher les
patates en écoutant les exposés, sont autant d'évènements propices à une cogestion sereine,
aux échanges et à la créativité scienti�que. Je remercie chaleureusement tous les collègues
qui participent à ce bon fonctionnement du labo et du département, à cette dynamique et
à cette bonne humeur, en particulier nos secrétaires Anita, Vanessa et Carole qui sont en
première ligne des mutations "étamineuses" chronophages et contre-productives de notre
métier.

Un petit clin d'oeil aux écoolien.ne.s avec qui je partage le plaisir de nos rencontres
champêtres et scienti�ques, et avec qui, munis de quelques craies et un tableau noir, nous
causons de sciences dans d'inlassables discussions captivantes et formatrices. L'écoole a 20
ans cette année, vive l'écoole. Et merci aux retraites Barracuda - si écooliennes dans l'esprit
- pour leur accueil. Vive Barracuda.

Merci les amis, du bocage ou des villes, de la Creuse ou des îles, bref d'ici et d'ailleurs.
Merci pour tous ces moments de partages intimes, festifs, musicaux, sportifs, militants,
ingrédients fondamentaux de mon équilibre, et sans lesquels j'aurais parfois bien du mal à
déconnecter de mes recherches.

Une pensée particulière pour mes parents qui m'ont tant donné, pour mon frangin Théo
avec qui j'ai tant partagé, et pour la famille élargie, cousins, neveux, taties, tontons et toute
la smala.

Et bien sûr Elodie, Polin et Oreste, merci pour votre soutien indéfectible, votre amour,
et pour tellement plus. Je vous dédie ce travail.



J'allais oublier : je ne remercie pas celles et ceux qui depuis leur tour d'ivoire ÷uvrent
sans relâche à l'évolution désastreuse de l'université, à la précarisation du personnel, à la
bureaucratisation, à la rentabilisation, à la marchandisation et au contrôle du savoir, à la
privatisation, à la mise en compétition, à la paye à la prime, aux �nancements par projets, au
pilotage de la recherche, aux ANRisations, aux labexisations, aux pôles d'excellentisation, à
la shangaïtisation. Bref, je ne remercie pas celles et ceux qui cherchent à nous faire oublier
que l'université devrait avant tout être un lieu de partage, de transmission, de critique, de
création, d'émancipation et d'autogestion, au service du bien commun. Université comme
universel.



Introduction

Rédiger un mémoire d'habilitation n'est certes pas écrire un livre, mais c'est l'occasion
d'inscrire l'ensemble de ses contributions dans un contexte mathématique cohérent plus
vaste. Exercice bien di�cile en vérité, et je ne suis pas convaincu d'avoir réalisé avec brio
cette ambition première d'échapper à une présentation linéaire des résumés de mes travaux.
Le lecteur jugera. Quoi qu'il en soit, ce mémoire aura j'espère le mérite d'illustrer que la
recherche est amenée à évoluer, souvent de manière imprévue, au gré des découvertes et des
rencontres humaines, qui apportent chacune à leur manière leur lot de nouvelles réponses
et de nouvelles questions.

La suite de cette introduction o�re un survol de mes thèmes de recherche et de mes contri-
butions principales, puis présente quelques projets de recherches à court ou moyen terme.
Bonne lecture.

*********

Ce mémoire se compose de 6 chapitres, répartis en trois parties. La première partie porte
sur mes travaux dans la lignée de ma thèse [134], à l'interface de l'analyse complexe et la
géométrie torique. La seconde partie à visée plus algorithmique concerne la factorisation des
polynômes, bivariés puis univariés. La dernière partie décrit deux autres projets relativement
transverses, l'un sur le lieu �ex des hypersurfaces et l'autre sur la gonalité des courbes
algébriques. Les intitulés des chapitres sont suivis de la liste de mes articles concernés.

Partie I : Incursions en géométrie torique complexe.

Cette partie concerne mes travaux sur les liens entre le calcul résiduel multivarié et certains
problèmes d'extensions algébriques dans les variétés toriques complexes. Pour citer quelques
mots clés, disons formes méromorphes, courants, résidus, résultants, polytopes de Newton,
variétés toriques.

• Chapitre 1 : Autour du théorème d'Abel-inverse torique [134, 135, 139, 136].

Un objectif majeur de ma thèse, encadrée par Alain Yger à l'Université de Bordeaux, était de
généraliser la transformée d'Abel-Radon et le théorème d'Abel-inverse projectif de Gri�ths
et Henkin-Passare [58, 66] au cadre des variétés toriques complexes. Moralement, on cherche
à caractériser à l'aide de traces l'existence d'objets algébriques globaux (variétés, formes
di�érentielles) dont certains germes analytiques locaux sont prescrits. Le cadre torique a
l'avantage notable de permettre de contrôler les polytopes de Newton (enveloppes convexes
des exposants) des éventuels polynômes interpolant, et certains résultats ont trouvé par la
suite des applications à la factorisation des polynômes à deux variables (Chapitre 3). Le
calcul résiduel multivarié joue un rôle prépondérant, en particulier les courants résiduels,
le théorème des résidus et le théorème de dualité, outils connus pour la résolution des
problèmes d'appartenance aux idéaux. J'ai délibérément choisi de relativement détailler



cette partie, espérant donner au lecteur un aperçu de l'utilisation d'outils d'analyse en
géométrie algébrique complexe.

• Chapitre 2 : Le théorème d'osculation torique [138].

Motivé par des applications à la factorisation bivariée, j'ai établi un critère permettant de
déterminer si un �bré en droites d'un diviseur de Cartier d'une variété rationnelle complexe
compacte peut s'étendre à la variété. La preuve est basée sur la cohomologie ∂̄ de Dolbeault
et, encore une fois, sur des outils relevant du calcul résiduel. En corollaire, et c'était le
but premier, j'ai obtenu une formule explicite permettant de caractériser l'existence d'une
courbe algébrique dont les jets sont prescrits au bord d'une compacti�cation torique du
plan a�ne. Ces résultats ont été obtenus en partie lors de mon année d'ATER à l'Institut
Fourier de Grenoble.

Partie II : Contributions à la factorisation des polynômes.

A la sortie de ma thèse, André Galligo a suggéré d'utiliser mon théorème d'interpolation
torique [136] a�n de tenir compte du polygone de Newton en factorisation bivariée. Ceci
occasionna un post-doctorat à Nice, qui fût le point de départ de nouvelles recherches de
nature plus algorithmiques, consacrées à la factorisation des polynômes bivariés puis, plus
récemment, à la factorisation univariée sur les corps locaux. On parlera donc ici de calcul
formel, de polynômes, de courbes algébriques, de singularités et de corps valués.

• Chapitre 3 : Factorisation des polynômes bivariés [43, 137, 138, 140, 141, 125].

Il existe depuis la �n des années 2000 des algorithmes de factorisation bivariée de très bonne
complexité en le degré total, basés sur la recombinaison des facteurs dans K[[x]][y] via des
méthodes d'algèbre linéaire (travaux de Lecerf et al. [85, 83]). J'ai cherché à développer de
nouvelles méthodes dont la complexité se mesure en terme d'indicateurs plus �ns que le
degré dans le but d'accélérer la factorisation pour certaines familles de polynômes.

Approches toriques [43, 138, 137].

Le théorème d'Ostrovski assure que le polygone de Newton du produit de deux polynômes
est la somme de Minkovski des polygones. Les sections 3.2 et 3.3 expliquent comment tenir
compte de cette contrainte combinatoire en se basant sur des résultats des chapitres 1 et 2,
conduisant in �ne à un algorithme déterministe de factorisation dans Q[x, y] de complexité
polynomiale en le volume du polygone et en le périmètre entier, résultat obtenu lors de
mon post-doctorat à Barcelone. L'idée est de plonger la courbe dans une compacti�cation
torique adéquate, et de combiner le théorème d'osculation torique [138] avec le théorème
des dérivées logarithmiques de Ruppert [111]. Pour certaines familles de polynômes, la
complexité est meilleure que celle des algorithmes denses rapides (mais malheureusement
pas dans tous les cas, cf ouverture 3.3.4).

Approches singulières [141, 140, 125].

Il existe des liens évidents entre la factorisation d'un polynôme et les singularités des courbes
algébriques. Par exemple, le fait qu'une courbe projective plane lisse est nécessairement ir-
réductible, ou encore le fait que les approches toriques s'interprètent �nalement comme la



prise en compte d'invariants attachés aux singularités aux trois points T-�xes de P2. Ce
constat m'a encouragé à étudier plus en détail la factorisation sous l'angle des singularités.
Un premier résultat [141] est une extension des algorithmes �remontées de Hensel et re-
combinaisons� au cas f(0, y) non séparable, un avantage étant que la complexité baisse en
présence de rami�cation. Le second résultat [140] est un algorithme basé sur la résolution
totale des singularités, lié au théorème des résidus et au calcul d'une base des polynômes
adjoints, et dont la complexité dépend cette fois du genre géométrique.

Polynômes minimaux [125].

La valuation du discriminant jouant un rôle majeur dans ces questions, nous avons étudié
dans un travail annexe avec Denis Simon les polynômes bivariés dont le discriminant (par
rapport à l'une des variables) est de degré minimal relativement au degré, au genre et au
nombre de composantes. Nous avons également cherché les formes réduites de ces polynômes
minimaux sous l'action de GL2(K[x]), action qui préserve les propriétés de minimalité.

• Chapitre 4 : Factorisation univariée sur un corps valué et applications [108,

110, 125, 107, 109, 10].

La pertinence des approches singulières en factorisation restait toutefois dépendante d'une
hypothétique factorisation rapide dans K[[x]][y]. Ces considérations m'ont conduit à tra-
vailler sur une version rapide de l'algorithme de Newton-Puiseux, en collaboration avec
Adrien Poteaux. Nos résultats positifs nous ont encouragés à considérer par la suite la fac-
torisation des polynômes univariés sur un anneau de valuation discrète complet, puis plus
récemment sur un anneau hensélien muni d'une valuation non nécessairement discrète de
rang un.

Séries formelles et séries de Puiseux [108, 110, 107, 125].

Un résultat majeur de cette série de papiers est une variante rapide de l'algorithme de
Newton-Puiseux, d'où découle un algorithme rapide de factorisation dans K[[x]][y] en ca-
ractéristique zéro ou su�samment grande [107]. La preuve repose entre autres sur une
méthode diviser pour régner sur la précision des calculs et sur un lemme de Hensel �criti-
que� de convergence quadratique. Au-delà de donner du crédit à la factorisation singulière
des polynômes bivariés (ce qui était ma motivation initiale), c'est un résultat important de
calcul formel du fait du rôle central des séries de Puiseux dans l'algorithmique des courbes.
Combiné à la formule de Riemann-Hurwitz, notre résultat permet par exemple de calculer
le genre d'une courbe algébrique plane avec une complexité quasi-cubique en le degré, donc
quasi-équivalente au calcul du discriminant. Notre algorithme a trouvé d'autres applica-
tions notables au calcul rapide d'une base intégrale d'un corps de fonctions [1], ou encore
des espaces de Riemann-Roch [3], ces derniers étant des éléments clés de la construction des
codes correcteurs géométriques. Par la suite, l'utilisation des racines approchées d'Abhyan-
khar nous a permis d'obtenir un test d'irréductibilité et d'équisingularité d'un polynôme
de Weierstrass de complexité quasi-linéaire en la taille de l'entrée [108, 110], qui calcule en
bonus le type topologique des germes de courbes sous-jacents.

Généralisation aux anneaux locaux [109].

L'algorithme de Newton-Puiseux n'est plus valable en petite caractéristique, un cadre pour-
tant fondamental du fait des nombreuses applications des courbes sur les corps �nis, par
exemple en théorie des codes correcteurs ou en cryptographie. Motivés par ce problème,



nous avons développé avec Adrien une variante rapide de l'algorithme OM de Montes de
factorisation des polynômes sur les corps locaux, en nous inspirant de nos travaux sur les sé-
ries de Puiseux. Les conséquences sont importantes en théorie algorithmique des nombres, la
factorisation dans Qp[x] y jouant un rôle fondamental : calcul des extensions de la valuation
p-adique à un corps de nombre et des données arithmétiques a�érentes (rami�cation, iner-
tie, uniformisante, base d'Okustsu), factorisation des idéaux dans un anneau de Dedekind,
valuation p-adique du discriminant, bases intégrales, etc.

Généralisation aux anneaux henséliens [10].

Dans un travail commun avec Enric Nart et ses collaborateurs de Barcelone, nous avons
démontré récemment l'existence d'un algorithme de factorisation des polynômes univariés
sur des anneaux henséliens munis d'une valuation non nécessairement discrète de rang
un. Notre preuve repose sur le formalisme moderne des valuations augmentées de Mac
Lane - Vaquié (arbre valuatif, algèbres graduées, etc), combiné aux racines approchées
de Abhyankhar - Moh et au lemme de Hensel valué multifacteurs [109], en supposant la
caractéristique résiduelle nulle ou assez grande si la valuation n'est pas discrète. Ce travail
apporte aussi un nouvel éclairage à la construction originelle technique de Montes des
polygones et des opérateurs résiduels d'ordre supérieur dans le cas discret de rang un.
En�n, on classi�e précisément les di�érents types obstructions à la terminaison de notre
algorithme dans le cas d'un anneau hensélien général, liées au rang de la valuation ou à la
caractéristique résiduelle positive. Ces résultats ouvrent la voie à de nouvelles applications
arithmético-géométriques, de nature théorique ou algorithmique. Notons à ce propos les
liens étroits entre le problème des extensions des valuations de rang un non discrètes et le
problème ouvert de l'uniformisation locale en caractéristique positive [93].

Partie III : Autres contributions.

Cette dernière partie est consacrée à deux autres collaborations sur des thématiques relati-
vement annexes à mes travaux principaux, toujours à l'interface de la géométrie algébrique
e�ective et de l'algorithmique des courbes.

• Chapitre 5 : Sur le lieu �ex des hypersurfaces [21].

Le lieu �ex d'une hypersurface V ⊂ Pn est le lieu des points de V par lesquels passe une
droite avec un ordre de contact anormalement élevé. Dans le cas d'une courbe de P2, le lieu
�ex est déterminé par le lieu des zéros du Hessien. Dans le cas d'une surface de degré d ≥ 3

dé�nie sur un corps de caractéristique zéro et sans composantes réglées, un théorème de
Salmon [114] assure que le lieu �ex est une courbe sur la surface de degré au plus 11d2−24d,
un résultat qui a trouvé récemment des applications notables en géométrie d'incidence [73].
En collaboration avec Laurent Busé, Carlos D'Andrea et Martin Sombra, nous avons utilisé
la théorie des résultants multivariés a�n de généraliser le théorème de Salmon en toute
dimension. On montre en particulier que pour une hypersurface générale, le lieu �ex est
une intersection complète réduite de codimension 1 de V et on calcule explicitement son
degré et une équation homogène. On montre de plus que par un point �ex général passe
une unique droite �ex, et que celle-ci a exactement l'ordre de contact attendu.



• Chapitre 6 : Calcul de la gonalité d'une courbe algébrique [117].

La gonalité d'une courbe algébrique C est le degré minimal d'un morphisme dominant
C → P1 (éventuellement dé�ni sur une extension �nie du corps de base). Au même titre
que le genre, cet invariant birationnel mesure le défaut de rationalité de C, mais le calcul
de la gonalité est beaucoup plus délicat, problème intimement lié aux systèmes linéaires
spéciaux. Dans un travail en collaboration avec Joseph Schicho et Franck-Olaf Schreyer
lors de mon post-doctorat à Ricam (Linz, Autriche), nous avons développé un algorithme
qui calcule la gonalité et un morphisme gonal d'une courbe irréductible quelconque. Ce
problème était ouvert pour la gonalité ≥ 4. Notre approche repose sur l'étude des syzygies
des courbes canoniques. Etant donnée la résolution projective minimale de l'idéal d'un
modèle canonique C ⊂ Pg−1 (qui peut se calculer via les bases de Gröbner), on montre qu'il
est possible de détecter le sous-complexe d'une variété scrollaire rationnelle normale X de
dimension minimale contenant C, et de calculer ensuite le morphisme naturel X → P1. Par
construction, la restriction de ce morphisme à C fournit un morphisme gonal. Fait notable,
on obtient en corollaire un algorithme de paramétrisation par radicaux des courbes de
gonalité ≤ 4.

*********

Quelques travaux en cours et perspectives.

Décrivons pour �nir quelques travaux en cours et quelques projets à plus long terme. Le
lecteur trouvera plus de détails dans les chapitres de ce mémoire qui sont régulièrement
ponctués de sous-sections "ouvertures".

Sur le degré du lieu hyper�ex d'une hypersurface (ouverture 5.3).

Dans un travail en cours avec Cristina Bertone (Université de Turin), nous cherchons à
déterminer le degré du lieu k-�ex d'une hypersurface V ⊂ Pn (points d'ordres de contact
≥ k avec une droite projective). La théorie des résultants utilisée dans [21] ne répond plus
à ce problème général. Inspirés par le livre de Eisenbud et Harris [42], l'idée est de ramener
ce problème au calcul de la classe de Chern maximale d'un �bré vectoriel des �parties
principales relatives� au-dessus de la variété d'incidence de la Grassmannienne G(1, n),
puis de calculer ladite classe en s'aidant du calcul de Schubert dans les Grassamaniennes.

Séries de Puiseux rationnelles multivariées (ouverture 4.2.4).

Dans un travail en collaboration avec Jose Cano, Sebastian Falkensteiner et Adrien Po-
teaux, on cherche à calculer e�cacement les séries de Puiseux multivariées d'un polynôme
f ∈ K[t1, . . . , tn][x], introduites par Mac Donald [89] (en caractéristique nulle). L'enjeu
est de calculer des paramétrisations de Puiseux "rationnelles" en s'inspirant du cas biva-
rié [39, 108], a�n de maintenir les calculs dans des extensions résiduelles minimales. Ce
problème est intimement lié à nos travaux [10] sur la factorisation des polynômes sur les
anneaux henséliens, l'idée sous-jacente étant de compléter K(t1, . . . , tn) pour une valuation
non discrète de rang un et de rang rationnel n.



Espaces de Riemann-Roch (ouvertures 3.5.1 et 4.3.1).

Il y a eu récemment de nouvelles avancées pour le calcul e�cace des espaces de Riemann-
Roch sur une courbe plane, basées sur les séries de Puiseux et la théorie de Brill-Noether
[3]. Les nouveaux algorithmes rapides de factorisation sur les corps locaux [109] o�rent des
perspectives sérieuses de généraliser ces résultats en petite caractéristique et d'en améliorer
la complexité par des méthodes arithmétiques locales-globales, dans l'esprit des travaux de
Okutsu sur le calcul des bases intégrales [96, 64] pour la partie a�ne et dans l'esprit des
travaux de Hess [69] pour tenir compte des places à l'in�ni.

Factorisation univariée sur des anneaux henséliens de caractéristique résiduelle positive
(ouverture 4.4.1).

Ce problème ouvert reste un challenge majeur, la di�culté étant que l'on n'a plus accès
aux racines approchées pour calculer les polynômes clés �limites� en petite caractéristique
résiduelle. Le cas discret se traite avec un nombre �ni d'étapes de ra�nements des poly-
nômes clés, mais quid des valuations non discrètes ? Traiter le cas des extensions algébriques
in�nies des corps locaux (donc de groupe des valeurs un sous-groupe ordonné de Q) serait
une première étape importante à franchir. L'autre étape est de traiter les extensions trans-
cendantes, dans le cadre desquelles on peut trouver par exemple les groupes de valeurs non
discrets de rang un et de rang rationnel > 1 du type Z ⊕

√
2Z qui interviennent dans la

théorie des séries de Puiseux multivariées (ouverture 4.2.4).

Factorisation bivariée, le retour (ouvertures 3.3.4 et 3.5.1).

Au regard de la récente factorisation rapide dans K[[t]][x] [109], il semble opportun de
se repencher sur la factorisation bivariée singulière développée dans [140]. Existe-t-il un
algorithme de factorisation dans K[t, x] basé sur la résolution des singularités, de complexité
polynomiale en le genre et le degré, et qui soit compétitif en toute généralité avec les
approches Hensel et recombinaisons ?

Dans le même esprit, existe-t-il une variante de l'algorithme torique [138] qui tienne compte
du volume et du périmètre entier du polygone de Newton et qui soit inconditionnellement
compétitive avec les approches denses classiques ?

Plus spéculativement, est-il possible de borner la complexité binaire de la factorisation dans
Q[t, x] en fonction d'indicateurs arithmético-géométriques via l'utilisation de valuations de
rang deux mixant les aspects p-adiques et t-adiques ?

*********
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1.1 Motivations

Ce chapitre est en grande partie consacré aux travaux issus de ma thèse. Son but est de
donner au lecteur un aperçu de l'utilisation du calcul résiduel multivarié pour la résolution
de certains problèmes d'algébricité dans les variétés toriques complexes.

Soit X une variété algébrique complexe compacte lisse et considérons une collection �nie
V = V1 ∪ . . . ∪ VN de germes d'hypersurfaces analytiques en des points distincts de X. On
cherche à répondre aux questions suivantes :

• Soit α ∈ Pic(X) une classe de Picard donnée. A quelles conditions existe-t-il une
hypersurface algébrique Ṽ ⊂ X contenant V et de classe α ?

• Si on se donne de plus une forme holomorphe Φ sur V , à quelles conditions existe-
t-il une forme rationnelle Φ̃ sur Ṽ telle que Φ̃|V = Φ ? A quelle condition Φ̃ est-elle
holomorphe ?
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La trace. Un concept important est la notion de trace. L'idée est d'intersecter les germes
Vi avec une famille de courbes algébriques Ca convenable et de considérer la forme trace

TrV Φ(a) :=
∑

p∈V ∩Ca

Φ(p),

vue comme germe de forme di�érentielle holomorphe dans l'espace des paramètres. On
se ramène ainsi à des problèmes dits de type Abel-inverse : l'enjeu est de démontrer que
les problèmes d'algébricité ci-dessus sont équivalents à des problèmes de rationalité ou
d'annulation de traces. Ce point de vue est dans la lignée des travaux fondateurs de Gri�ths
[58] et Henkin-Passare [66] qui traitent le cas de germes alignés de l'espace projectif X = Pn
intersectés par des droites.

Résidus. La théorie des résidus multivariés joue un rôle particulièrement important. En
e�et, on montre que les formes traces admettent des représentations résiduelles qui o�rent
une souplesse de calcul et qui permettent de pro�ter de théorèmes puissants comme le théo-
rème de dualité ou le théorème des résidus, connus pour incarner l'obstruction à l'extension
algébrique d'objets analytiques. Ces outils réapparaîtront régulièrement dans mes travaux
[134, 135, 139, 136, 137, 140].

Variétés toriques. J'ai abordé ces problèmes d'algébricité dans le cadre des variétés
toriques. Contrairement au cas de la trace relative à des droites de l'espace projectif traité
dans [58, 66], le cadre torique permet d'un côté de ne plus supposer les germes Vi alignés, et
d'un autre côté de contrôler le polytope de Newton du polynôme interpolant. Mes résultats
ont trouvé par la suite des applications inattendues en calcul formel, dans le domaine de la
factorisation des polynômes creux multivariés qui sera abordée au chapitre suivant.

Articles concernés. Les résultats présentés dans cette section concernent ma thèse [134]
et les publications a�érentes [135, 139, 136].

1.2 Le cadre projectif

On considère dans cette section la trace d'une forme méromorphe sur un sous-ensemble
analytique relativement à une famille de sous-espaces linéaires de l'espace projectif, comme
abordé dans [58, 66, 135].

La trace et le théorème d'Abel. Soit U ⊂ Pn un ouvert connexe non vide de l'espace
projectif complexe de dimension n muni de sa topologie de variété di�érentielle. Soit V ⊂ U
une sous-variété analytique de codimension pure k et soit Φ une q-forme méromorphe sur
V , i.e. localement restriction à V d'une q-forme méromorphe dont le lieu polaire coupe V
proprement. On se pose la question de l'algébricité du couple (V,Φ).

On supposera ici que U est linéairement k-concave, c'est à dire union de k-plans projec-
tifs, et on notera U∗ ⊂ G(k, n) l'ouvert de la grassmannienne paramétrant les k-plans de
U . D'après le théorème de Sard-Bertini, il existe un sous-espace analytique fermé W ∗ ⊂ U∗
tel que pour tout paramètre a ∈ U∗ \ W ∗, le k-plan correspondant Ca ⊂ U coupe V
transversalement en d points distincts p1(a), . . . , pd(a) n'appartenant pas au lieu polaire de
Φ.
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Les applications a 7→ pj(a) sont localement holomorphes par le théorème des fonctions
implicites et on peut alors dé�nir localement la trace de Φ sur V :

TrV (Φ)(a) :=

d∑
j=1

Φ(pj(a)),

où il est entendu que Φ(pj(a)) = p∗j (Φ)(a). La trace est une q-forme a priori dé�nie et
holomorphe sur U∗ \ W ∗. Il est montré dans [66] qu'elle s'étend en fait en une forme
méromorphe sur U∗ :

Théorème 1 Si Φ est méromorphe (resp. holomorphe 1) sur V , alors TrV Φ s'étend en une
forme méromorphe (resp. holomorphe) sur U∗.

On verra en Section 1.4.4 une preuve de ce résultat basée sur le formalisme des courants.

Lien avec les travaux d'Abel. Historiquement, ce théorème trouve sa source d'inspi-
ration dans les travaux d'Abel [1], dont un des buts était de contourner le caractère trans-
cendant des intégrales abéliennes. Le théorème originel d'Abel assure que si C ⊂ P2 est
une courbe algébrique de degré d et p0 ∈ C est un point donné, alors la somme d'intégrales
abéliennes

S(a) =

d∑
i=1

∫ pi(a)

p0

r(x, y)dx

d'une 1-forme rationnelle Φ = r(x, y)dx sur C est une fonction de a (dé�nie modulo les
périodes de C) de la forme S = A + log(B) où A et B sont rationnelles : bien que chaque
intégrale prise individuellement soit en général hautement transcendante, leur somme s'ex-
prime à partir des fonctions usuelles. Ce résultat est une conséquence du théorème 1 du fait
de l'égalité

dS(a) = TrC(Φ)(a)

et du fait qu'une forme méromorphe sur G(1, 2) est rationnelle par le principe GAGA. Si
l'on suppose de plus que Φ est holomorphe sur C (section globale du faisceau dualisant ωC),
alors sa trace est nulle car il n'y a pas de 1-forme holomorphe non nulle sur G(1, 2) ' P2.
La réciproque est vraie d'après le théorème 2 (Abel-inverse) ci-après :

Φ ∈ H0(C,ωC)⇐⇒ TrC Φ ≡ 0. (1.1)

Les travaux d'Abel, suivis de Jacobi et d'autres sont à la base d'une intense activité autour
des courbes algébriques et des résidus. L'équivalence (1.1), avatar du théorème des résidus
et du théorème de dualité, est par exemple un point clé dans la preuve que la jacobienne
d'une courbe projective lisse de genre g (paramétrant les diviseurs de degrés 0 modulo
équivalence rationnelle) est un groupe algébrique de dimension g. On renvoie le lecteur à
[58] pour plus de détails historiques.

Le théorème d'Abel-inverse. Le théorème 1 donne des conditions nécessaires à l'ex-
tension algébrique du couple (V,Φ) : la trace doit s'étendre en une forme rationnelle sur la
grassmanienne G(k, n). Le théorème suivant, dit "d'Abel-inverse" assure que cette condition
est également su�sante :

1. L'holomorphie sur un espace analytique singulier doit être ici comprise au sens d'un courant ∂̄-fermé,
cf Section 1.4.3
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Théorème 2 [58, 66] Si Φ n'est identiquement nulle sur aucune composante de V , alors
il existe Ṽ ⊂ Pn algébrique de degré d contenant V et Φ̃ une forme rationnelle sur Ṽ telle
que Φ̃|V = Φ si et seulement si TrV Φ est rationnelle. De plus, Φ̃ est holomorphe sur Ṽ si
et seulement si TrV Φ ≡ 0.

(Vj ,ϕj)

La L0

Pj(a)

U

Figure 1.1 � Le théorème d'Abel-inverse dans le cadre projectif

On renvoie le lecteur à [58] pour le cas de la trace nulle et à [66] où les auteurs prouvent
une version locale plus générale donnant des critères d'extension du couple (V, φ) à un
ouvert linéairement concave U ′ contenant U .

Le théorème de Wood. Ce théorème donne un critère simple d'algébricité d'une hyper-
surface analytique dans le contexte projectif (sans considérations de formes di�érentielles)
exprimé cette fois en termes de la trace d'une fonction coordonnée. Je l'énonce dans le
cas des courbes pour alléger : C = C1 ∪ · · · ∪ Cd est une collection de germes de courbes
analytiques de C2 transverses à la droite "verticale" x = 0 et les droites voisines ont pour
équation x = ay+b. On peut donc considérer la trace TrC y, germe de fonction holomorphe
en (a, b) au voisinage de (0, 0).

Théorème 3 [144] Il existe une courbe algébrique C̃ ⊂ P2 de degré d contenant V si et
seulement si TrC y est polynomiale de degré 1 en b.

Il est aisé de voir que cette condition est nécessaire par un calcul direct ou bien comme
conséquence de la formule d'Abel-Jacobi [135]. Pour une droite L �xée, cette condition se
traduit par la relation de Reiss [55] :∑

p∈C∩L

fxxf
2
y − 2fxyfxfy + fyyf

2
x

f3
y

(p) = 0, (1.2)

où les notations fx, fxy, ... désignent les dérivées partielles du polynôme f dé�nissant la
courbe algébrique C.

Quelques contributions au cadre projectif. Mes premiers travaux dans [135] ont
consisté à revisiter la preuve de Henkin-Passare a�n de mettre en lumière les liens entre les
théorèmes d'inversions et le calcul résiduel multivarié, en particulier le théorème de dualité
et le théorème des résidus. Une des conséquences est une forme légèrement plus forte du
théorème 2 d'Abel-inverse :



1.3. Généralisations au cadre torique 15

Théorème 4 [135, Thm.3] Il su�t que la trace TrV Φ soit rationnelle en les coe�cients
constants des équations du k-plan (donc en la variable b avec les notations précédentes)
pour que la paire (V,Φ) s'étende algébriquement à Pn.

Au-delà de ce résultat, j'établis dans [135] le lien entre le théorème d'Abel-inverse et le
théorème de Wood et j'obtiens une nouvelle preuve de la dimension

dim H0(V, ωn−1
V ) =

(
d− 1

n

)
de l'espace des (n − 1)-formes holomorphes (encore une fois au sens des sections globales
du faisceau dualisant) sur une hypersurface algébrique V ⊂ Pn de degré d. Ces résultats
s'appuient sur une représentation résiduelle des formes traces sur laquelle nous reviendrons
plus en détails en Section 1.5.2.

1.3 Généralisations au cadre torique

Les théorèmes d'algébricité ci-dessus requièrent de considérer des germes analytiques
de Cn qui sont alignés, ce qui est bien entendu une contrainte forte. Pour des germes en
position quelconque, on est amené à considérer des traces relatives à des sous-variétés de
plus grands degrés. D'un autre côté, il est naturel de considérer les problèmes d'algébricité
dans des variétés plus générales que l'espace projectif Pn.

Ces considérations m'ont poussé à m'intéresser à la trace dans les variétés toriques.
D'un point de vue e�ectif, le cadre torique permet de contrôler le polytope de Newton
du polynôme interpolant recherché, dé�ni comme l'enveloppe convexe des exposants du
développement monomial : si f =

∑
m=(m1,...,mn) amx

m1
1 · · ·xmn

n , son polytope de Newton
est

Pf := Conv(m ∈ Nn, am 6= 0) ⊂ Rn.

Cet objet est au coeur de la géométrie torique, o�rant une passerelle entre théorie de
l'intersection torique et combinatoire. Un exemple classique est donné par le théorème
de Bernstein-Kushnirenko [18, 79] : si f1, . . . , fn ∈ C[x±1

1 , . . . , x±1
n ] sont n polynômes de

Laurent dé�nissant une intersection complète dans le tore, le nombre de zéros communs
(avec multiplicités) est majoré par le volume mixte de leurs polytopes. A�n d'avoir égalité,
il faut tenir compte des zéros à l'in�ni dans une certaine compacti�cation torique du tore
dépendante des polytopes en jeu (généralisation torique du théorème de Bézout).

Je décris ici mes contributions principales autour de la trace dans les variétés toriques.
Les publications a�érentes sont [139, 136].

1.3.1 Rudiments de géométrie torique.

Pour une introduction plus détaillée aux variétés toriques, on renvoie le lecteur aux
nombreux ouvrages sur le sujet. Quelques livres classiques sont [47, 36, 94]. Je me permets
de citer aussi le Chapitre 2 de ma thèse [134] pour une introduction adaptée aux problèmes
évoqués dans ce mémoire.

Une variété torique lisse sur C est construite à partir d'un éventail régulier Σ de Rn,
réunion de cônes rationnels polyédraux réguliers stable par face et par intersection. La
variété torique X = XΣ est obtenue en recollant les cartes a�nes

Uσ := SpecC [σ̌ ∩ Zn] ' Cn
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où σ ∈ Σ(n) parcourt les cônes de l'éventail de dimension maximale n, et où σ̌ désigne le
cône dual. Les changements de cartes entre deux cartes a�nes Uσ et Uσ′ sont donnés par les
applications monomiales induites par le changement de base de σ̌∩Zn à σ̌′∩Zn. La variété
X est compacte si et seulement si Σ est complet (i.e. recouvre Rn), ce que l'on supposera
désormais. Des exemples typiques sont les espaces projectifs, les espaces projectifs à poids,
ou les produits de tels espaces.

L'action du tore algébrique

T := (C∗)n = SpecC [x±1
1 , . . . , x±1

n ]

sur lui-même s'étend en une action sur chaque carte a�ne qui est compatible avec les
changements de cartes, donc le tore agit sur X. La variété X peut ainsi être vue comme
une compacti�cation du tore

X = T ∪
⋃

ρ∈Σ(1)

Dρ,

où les diviseurs Dρ sont les diviseurs de Cartier irréductibles T-invariants de X (clôtures
de Zariski des orbites de codimension 1), en bijection avec les cônes ρ de dimension 1 de Σ.

Les �brés en droites associés aux diviseurs Dρ engendrent le groupe de Picard Pic(X)

de X. Tout T-diviseur (i.e. T-invariant) D ∈ Div(X) s'écrit

D =
∑

ρ∈Σ(1)

kρDρ, kρ ∈ Z.

Tout monôme de Laurent xm = xm1
1 · · ·xmn

n dé�nit une fonction rationnelle sur X dont le
diviseur est T-invariant :

Div(xm) =
∑

ρ∈Σ(1)

〈m, ηρ〉Dρ,

où ηρ ∈ Zn est le générateur du semi-groupe ρ ∩ Zn et où 〈·, ·〉 désigne le produit scalaire
canonique sur Rn. Notons LD le �bré en droite associé au diviseur D, que l'on identi�era
avec le faisceau OX(D) des fonctions méromorphes de diviseur polaire borné par D. On a
alors

Γ(X,LD) '
⊕

m∈PD∩Zn

C · xm, (1.3)

où PD est le polytope

PD = {m ∈ Rn, 〈m, ηρ〉+ kρ ≥ 0 ∀ρ ∈ σ(1)}.

Le �bré LD est globalement engendré (i.e. le système linéaire associé est sans point base)
si et seulement si

kρ = − min
m∈PD∩Zn

〈m, ηρ〉 ∀ ρ ∈ Σ(1).

Ceci équivaut au fait qu'une hypersurface générale H ∈ |LD| ne passe pas par les points
T-invariants de X. Dit autrement : dans chaque carte a�ne Uσ, son équation polynomiale
a un terme constant non nul. Ces termes constants joueront un rôle important dans ce qui
suit.
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1.3.2 Concavité torique et théorème d'Abel.

Soit X une variété complexe compacte lisse de dimension n et soit L1, . . . , Lk une collec-
tion de k < n �brés en droite sur X. En supposant les systèmes linéaires |Li| de dimensions
positives, on peut considérer l'espace de paramètres

X∗ := P(Γ(X,L1))× · · · × P(Γ(X,Lk)).

Tout élément a = (a1, . . . , ak) ∈ X∗ dé�nit une sous-variété (non nécessairement réduite)

Ca = Ha1 ∩ · · · ∩Hak ⊂ X

où Hai ∈ |Li| est le diviseur e�ectif associé à ai. Il est naturel de chercher à généraliser
la trace relativement à la famille de sous-variétés (Ca)a∈X∗ . Encore faut-il s'assurer que
celles-ci soient génériquement des intersections complètes. Le cadre torique o�re des critères
combinatoires explicites permettant de s'en assurer.

On suppose désormais X torique et on se �xe une carte a�ne torique X0 ' Cn de
X. Quitte à e�ectuer un changement de coordonnées du tore, on supposera sans pertes de
généralité que

X0 ⊂ X, X0 = SpecC[x1, . . . , xn]

et (1.3) permet d'identi�er les sections globales de Li à des polynômes en x supportés
par un polytope explicite Pi ⊂ (R+)n d'intersection non vide avec les hyperplans de coor-
données. La proposition suivante donne des conditions combinatoires pour pouvoir dé�nir
raisonnablement la trace relativement aux �brés L1, . . . , Lk.

Proposition 1 [134, Thm 2.2] La sous-variété Ca ⊂ X est génériquement une intersec-
tion complète lisse si et seulement si les �brés Li sont globalement engendrés et la famille
(P1, . . . , Pk) est essentielle, i.e. si pour tout sous-ensemble I ⊂ {1, . . . , k}, la dimension de
la somme de Minkovski

∑
i∈I Pi est au moins le cardinal de I.

Si les �brés ne sont pas globalement engendrés, l'intersection n'est plus génériquement
complète : il existe des composantes immergées de dimensions variées sur les di�érentes
T-orbites de X (et on peut expliciter combinatoirement cette décomposition, voir [134,
Thm 2.1]). Si les �brés sont globalement engendrés mais la famille n'est pas essentielle,
l'intersection Ca est génériquement vide, situation pathologique que l'on exclut.

Remarque 1 Les conditions de la Proposition 1 n'assurent pas que Ca soit génériquement
irréductible, ni que Ca intersecte toutes les orbites de dimension complémentaires k (penser
au �bré L = OP1×P1(2, 0), essentiel et globalement engendré, mais pour lequel un diviseur
générique C ∈ |L| est union de deux "droites verticales" dans P1×P1 qui ni ne s'intersectent
entre elles, ni n'intersectent le T-diviseur {0} × P1).

On dira qu'un ouvert U ⊂ X est concave (relativement aux �brés L1, . . . , Lk) si par
tout point de U passe une sous-variété Ca incluse dans U . On pose alors

U∗ = {a ∈ X∗, Ca ⊂ U}

que l'on appelle le "dual" de U . On note Reg(U∗) ⊂ U∗ le sous-ensemble des a pour lesquels
Ca est une intersection complète lisse. On note

IU := {(x, a) ∈ U × U∗ , x ∈ Ca}

la variété d'incidence associée.
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Proposition 2 [139, Proposition 2.9] Soit U ⊂ X un ouvert concave relativement à une
famille essentielle de �brés en droites L1, . . . , Lk globalement engendrés.

• U∗ est un ouvert de X∗, connexe si U l'est.

• Reg(U∗) est un ouvert de Zariski non vide de U∗.

• La projection IU → U est une submersion holomorphe et la projection IU → U∗ est
surjective, holomorphe, propre, et dé�nit une submersion sur Reg(U∗).

• Si W ⊂ U est un fermé de codimension > k, le sous-ensemble W ∗ ⊂ U∗ pour lequel
l'intersection Ca ∩W n'est pas vide est un fermé de codimension > 0.

Pour plus de détails concernant les problèmes de concavité torique, en particulier la
notion de dégénérescence, de traces de cycles, et du lien avec la théorie des résultants,
j'encourage le lecteur à consulter [134, Chapitre 2].

Le théorème d'Abel torique. Soit U ⊂ X un ouvert concave connexe de X associé
à une famille de �brés L1, . . . , Lk globalement engendrée et essentielle. Soit V ⊂ U une
sous-variété analytique fermée de codimension pure k > 0. Supposons que V ne soit pas
dégénérée, i.e. qu'il existe α ∈ Reg(U∗) tel que l'intersection V ∩Cα soit transverse (donc de
dimension zéro, donc �nie par un argument de compacité). Si Φ est une q-forme méromorphe
sur V et holomorphe au voisinage de V ∩Cα, on peut à nouveau dé�nir un germe de trace

TrV Φ(a) =
∑

p∈Ca∩V
Φ(p),

dé�nie et holomorphe dans au voisinage de α (fonctions implicites). Le théorème 1 se géné-
ralise naturellement :

Théorème 5 Sous les hypothèses ci-dessus, le germe de trace TrV Φ holomorphe en α

s'étend en une q-forme méromorphe sur U∗.

Comme pour le cas projectif, ce théorème découle de l'interprétation de la trace comme
un courant méromorphe (Section 1.4.4), la Proposition 2 assurant que ce courant n'est pas
trivial. Le cadre torique est ici anecdotique, ce théorème s'étend à toute variété compacte
X dès lors que Reg(U∗) est un ouvert de Zariski non vide de U∗.

1.3.3 Le théorème d'Abel-inverse torique.

On se restreint au cas hypersurface, i.e. on considère k = n− 1. D'après (1.3), la sous-
variété Ca a pour équations polynomiales

Ca ∩X0 = {q1(a1, x) = · · · = qn−1(an−1, x) = 0} (1.4)

dans la carte a�ne X0 ' Cn, où qi(ai, x) =
∑
m∈Pi∩Zn aimx

m.

Si les �brés Li sont globalement engendrés, on a en particulier 0 ∈ Pi. Autrement dit,
chaque polynôme qi a un coe�cient constant ai0 génériquement non nul. Ces coe�cients
jouent un rôle particulier dans les problèmes d'inversion.

La condition que Ca soit génériquement une intersection complète ne su�t malheureuse-
ment pas à généraliser le théorème d'Abel-inverse ou le théorème de Wood au cadre torique,
comme l'illustre l'exemple élémentaire suivant :

Exemple. Considérons l'union de deux germes analytiques V = {y − ex = 0} ∪ {y + ex}
de C2 aux points (0, 1) et (0,−1), transverses à la droite x = 0, et pensons le problème
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d'algébricité dans la variété torique P1×P1. Si l'on considère la trace relativement au �bré
L = OP1×P1(1, 0) (essentiel et globalement engendré), alors TrV y ≡ 0 bien que l'hypersur-
face V ne s'étende pas algébriquement, en contradiction avec la généralisation souhaitée du
théorème de Wood.

Cet exemple illustre le fait que les courbes Ca doivent être su�samment "mobiles", ce
que nous assurerons ici en supposant les �brés L1, . . . , Ln−1 très amples (en particulier X
projective 2). En particulier, ils sont globalement engendrés et dimPi = n donc la famille
est essentielle [134, Lemme 2.4].

Considérons alors V ⊂ U une hypersurface analytique d'un ouvert concave relativement
à la famille L1, . . . , Ln−1. Les Li étant très amples, V est transverse à Ca pour a ∈ U∗

générique [134, Lemme 2.14]. Nous supposerons que V n'a aucune composante incluse à
l'in�ni X \X0, ce qui n'impacte pas les problèmes d'algébricité. Soit Φ une (n − 1)-forme
méromorphe sur V , non identiquement nulle sur chacune des composantes de V .

Théorème 6 [139, Thm.4.1] Sous les hypothèses ci-dessus, il existe une hypersurface al-
gébrique Ṽ ⊂ X telle que Ṽ ∩ U = V et une forme rationnelle Φ̃ sur Ṽ telle que Φ̃|V = Φ

si et seulement si la trace TrV Φ ∈ Mq(U∗) est rationnelle en les coe�cients constants
(a10, . . . , an−1,0).

Il n'échappera pas au lecteur que ce résultat est une généralisation du Théorème 4,
version forte du théorème d'Abel-inverse.

1.3.4 Le théorème de Wood torique.

Soit L1, . . . , Ln−1 une famille de �brés en droites très amples sur une variété torique
projective lisse. Soit α ∈ Reg(X∗) et soit V = V1 ∪ · · · ∪ VN une collection de germes
d'hypersurfaces analytiques transverses à la courbe Cα, que nous supposerons inclus dans
la carte X0. On veut cette fois caractériser la classe de Picard de l'éventuelle hypersurface
interpolante, toujours en fonction des intersections locales V ∩ Ca pour a voisin de α.

D'après [134, Lemme 2.8], il existe E1, . . . , Es des T-diviseurs e�ectifs très amples sup-
portés par X \ X0 formant une base de Pic(X) ⊗ Q. Toute section f ∈ Γ(X,LEj

) - vue
comme fonction rationnelle sur X de diviseur polaire borné par Ej - est holomorphe au
voisinage de V ∩ Cα et on peut considérer sa "norme" sur V ,

NV (f)(a) :=
∏

p∈V ∩Ca

f(p),

fonction dé�nie et holomorphe au voisinage de α ∈ U∗.

Théorème 7 [136, Thm 1 et 2] Soit V comme ci-dessus. Supposons pour simpli�er qu'au-
cun des germes Vi ne soit de la forme xn = constante.

1. Il existe Ṽ ⊂ X algébrique contenant les Vi et telle que Ṽ ∩ Cα = V ∩ Cα si et
seulement si TrV (xn) est a�ne en (a10, . . . , an−1,0).

2. Le polytope P ⊂ (R+)n associé au �bré en droite dé�ni par Ṽ véri�e

MV (P1, . . . , Pn−1, P ) = N

où MV ( ) désigne le volume mixte.

2. Il su�t en fait que les �brés soient globalement engendrés et que les polytopes Pi contiennent le
simplexe élémentaire, cf [139]. Une telle famille existe, quand bien même X n'est pas projective. Il est très
probable que cette condition puisse elle aussi être a�aiblie, piste à creuser d'un point de vue e�ectivité.
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3. Le polytope P est uniquement caractérisé par les égalités

dega10 NV (fj) = MV (PEj , P2, . . . , Pn−2, P )

pour fj ∈ Γ(X,LEj
) générique et j = 1, . . . , s.

Le point 3 caractérise la classe de Picard de Ṽ dans Pic(X) (donc sa classe modulo
équivalence rationnelle ici), donc caractérise "presque" le polytope de Newton du polynôme
interpolant f . Plus précisément, on a Pf ⊂ P , avec au moins un point sur chaque facette.
Il y a égalité Pf = P si et seulement si Ṽ ne passe pas par les points T-�xes de X, ce qui
est le cas générique.

Exemple. Dans le cas de la trace relativement à des droites de Pn, le point 1 implique
que Ṽ est de degré N , caractérisant ici sa classe dans Pic(Pn) ' Z. Soit ∆ le simplexe
élémentaire. On a Pi = ∆ et P = N∆, d'où

MV (∆, . . . ,∆, N∆) = Nn!Vol(∆) = N

en accord avec le point 2. Le point 3 traduit ici le fait que la norme sur Ṽ d'un polynôme
de degré 1 est de degré ≤ N en a10, ce qui est ici automatiquement véri�é.

1.4 Trace et courants : la transformée d'Abel-Radon

La notion de trace est intimement liée à la théorie des courants introduite par Laurent
Schwartz dans les années 1950. On esquisse ici brièvement quelques points essentiels pour
notre propos, conduisant à une preuve élégante du théorème d'Abel, et préparant le terrain
aux relations entre traces et résidus, éléments clés des théorèmes d'inversion.

1.4.1 Courants.

Rappelons qu'il existe une bigraduation des formes di�érentielles suivant le z-degré et
le z̄-degré, où z = (z1, . . . , zn) et z̄ = (z̄1, . . . , z̄n) sont les coordonnées holomorphes et anti-
holomorphes de Cn (ou dans un ouvert de Cn si on travaille dans une carte d'une variété
analytique lisse X de dimension n). La di�érentiation extérieure d est la somme d = ∂ + ∂̄

des di�érentielles partielles par rapport à z et z̄, chacune augmentant d'une unité le z-degré
(resp. le z̄-degré), i.e. ∂f =

∑ ∂f
∂zi
dzi et ∂̄f =

∑ ∂f
∂z̄i
dz̄i. On a

∂ ◦ ∂ = ∂̄ ◦ ∂̄ = 0 et ∂̄ ◦ ∂ = ∂ ◦ ∂̄.

Les formes holomorphes sont les (q, 0)-formes ∂̄-fermées. Les formes méromorphes sont
des quotients de formes holomorphes par une fonction holomorphe non nulle. Les formes
tests sont des formes de bidegrés (p, q) arbitraires, indé�niment di�érentiables et à support
compact. On notera Dp,q(X) l'espaces des formes tests de bidegrés (p, q) sur X. Un (p, q)-
courant est une forme linéaire continue sur l'espace Dn−p,n−q(X) que l'on munit de la
topologie faible. Une (p, q)-forme localement intégrable ψ dé�nit un (p, q)-courant

Tψ(θ) =

∫
U

ψ ∧ θ.

La di�érentiation sur un (p, q)-courant est dé�nie par :

〈∂T, θ〉 = (−1)p+q+1〈T, ∂θ〉 et 〈∂̄T, θ〉 = (−1)p+q+1〈T, ∂̄θ〉.

Une (p, 0)-forme localement intégrable est holomorphe si le courant associé est ∂̄-fermé. Nous
aurons besoin également d'une caractérisation des formes méromorphes et holomorphes sur
des espaces singuliers.
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1.4.2 Méromorphie sur un sous-ensemble analytique singulier.

Soit V ⊂ U un sous-ensemble analytique (possiblement singulier) de dimension pure d'un
ouvert U de Cn. On dit qu'une (q, 0)-forme Φ est méromorphe sur V si elle est localement
restriction à V d'une forme méromorphe dans l'espace ambiant, dont le lieu polaire coupe
proprement V . On note Mq

V le faisceau sur V correspondant.
SoitW ⊂ V une sous-variété contenant le lieu singulier de V et telle que dimW < dimV .

Soit Φ une (q, 0)-forme holomorphe sur la variété lisse V \W . Alors Φ s'étend en une forme
méromorphe sur V si et seulement si le courant

θ 7→
∫
V \W

Φ ∧ θ

dé�ni sur les formes test de U \W s'étend en un courant sur U . Cette condition est aussi
équivalente au fait que si g est une fonction holomorphe au voisinage V s'annulant sur W
mais non identiquement nulle sur chacune des composantes de V , alors l'application

T : θ 7→ lim
ε→0

∫
V ∩{|g|>ε}

Φ ∧ θ

dé�nit un courant sur U , indépendant du choix de g. Ce courant, noté

T = [V ] ∧ Φ

est le produit du courant d'intégration [V ] avec le courant valeur principal associé à Φ [66,
Thm1]. Il est supporté par V et ∂̄-fermé sur U \W .

1.4.3 Holomorphie sur un sous-ensemble analytique singulier.

Soit Φ ∈Mq
V . On dit que la forme Φ est holomorphe sur V (au sens de [66, def 2]) si le

courant Φ ∧ [V ] est ∂̄-fermé sur U , i.e.

∂̄(Φ ∧ [V ]) ≡ 0. (1.5)

On note ωqV le faisceau correspondant. On parle aussi du faisceau des formes abéliennes,
ou du faisceau de Barlet. Si V est lisse, on retrouve le faisceau usuel ωqV = ΩqV . Si V
est possiblement singulière et q = dim V , alors ωqV coïncide avec le faisceau dualisant de
Serre-Gröthendieck [66].

La restriction à V d'une forme holomorphe dans l'espace ambient est holomorphe. Si V
est lisse, la réciproque est vraie. Si V est singulière, ce n'est plus le cas comme le montre
l'exemple simple suivant, extrait de [66].

Exemple : Considérons la forme méromorphe Φ = dx/y sur le germe de courbe (C, 0)

dé�ni par y2 − x3 = 0. Considérons la paramétrisation t 7→ (t2, t3) de C. Pour une fonction
test θ, on a :

〈∂̄([C] ∧ Φ), θ〉 := lim
ε→0

∫
C∩|x|>ε

∂̄θ ∧ dx
y

= lim
ε→0

∫
C∩|x|=ε

θdx

y

= lim
ε→0

∫
|t|=ε

θ(t2, t3)2dt

t2
= 4iπ

d

dt
θ(t2, t3)|t=0 = 0,

la seconde égalité par le théorème de Stokes et la dernière égalité par le théorème de Cauchy
généralisé aux fonctions semi-méromorphes, i.e. quotients de fonctions C∞ par une fonction
holomorphe. Ainsi, Φ ∈ ωC,0. Pour autant, Φ n'est pas restriction à C d'un germe de
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forme holomorphe en (C2, 0). En e�et, sinon Φ serait en particulier holomorphe sur toute
normalisée de C, contredisant le fait que Φ(t2, t3) = 2dt

t2 n'est pas holomorphe en 0.

Il existe plus généralement d'autres notions d'holomorphies sur un espace analytique sin-
gulier qui ne coïncident pas nécessairement entre elles (voir [66]).

1.4.4 La trace comme transformée d'Abel-Radon.

Plaçons nous dans le cadre de la section 1.3, i.e. d'une variété torique compacte lisse X
et d'un ouvert concave U associé à une famille essentielle de �brés en droites globalement
engendrés (L1, . . . , Lk). Soit V ⊂ U de codimension pure k et Φ ∈Mq(V ). Supposons qu'il
existe a ∈ U∗ tel que l'intersection V ∩ Ca soit transverse. D'après la Proposition 2, le
sous-ensemble W ∗ ⊂ U∗ des a pour lesquels l'intersection V ∩ Ca n'est pas transverse ou
rencontre le lieu polaire de Φ est un sous-ensemble analytique fermé de codimension ≥ 1 et
la forme TrV (Φ) est ainsi dé�nie et holomorphe sur l'ouvert dense U∗ \W ∗.

Considérons la variété d'incidence IU := {(x, a) ∈ U × U∗ ; x ∈ Ca}, munie des projec-
tions pU : IU → U et qU : IU → U∗. L'application pU est une submersion et l'application
qU est propre du fait de la compacité de l'espace projectif. On peut ainsi dé�nir pour tout
sous-ensemble analytique fermé V de U et toute q-forme méromorphe Φ sur V le courant
sur U∗

A(Φ ∧ [V ]) := qU∗(p
∗
UΦ ∧ [p−1

U (V )]),

que l'on appelle la transformée d'Abel-Radon de Φ∧ [V ]. Le lien entre trace et courants est
fourni par le résultat suivant :

Proposition 3 On a l'égalité A(Φ ∧ [V ]) = TrV (Φ) vue comme une égalité de courants
sur l'ouvert U∗ \W ∗.

Preuve des théorèmes 1 et 5.

Puisque le courantA(Φ∧[V ]) est par construction dé�ni sur U∗, il suit de la Proposition 3
et de la Section 1.4.2 que TrV (Φ) s'étend en une forme méromorphe sur U∗, ce qui démontre
la version méromorphe du théorème 5. Si de plus Φ est holomorphe (au sens des courants
(1.5)), l'holomorphie des applications qU et pU implique l'égalité

∂̄ T rV Φ = ∂̄A(Φ ∧ [V ]) = A(∂̄(Φ ∧ [V ])) = 0.

Autrement dit, TrV Φ est holomorphe sur U∗. �

Outre le fait que la dé�nition (1.5) des formes holomorphes sur un espace singulier
coïncide avec le faisceau dualisant dans le cas q = dim V , cette dernière égalité montre que
la dé�nition (1.5) est aussi naturelle du point de vue de la transformée d'Abel-Radon.

1.5 Trace et résidus

Les preuves des théorèmes d'inversion sont basées sur une représentation "résiduelle"
des formes trace dans le cadre torique. Puisque les résidus reviendront régulièrement dans
ce mémoire, y compris les courants résiduels, prenons le temps d'une brève introduction au
calcul résiduel.
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1.5.1 Rudiments de calcul résiduel

La théorie des résidus multivariés est un vaste sujet à l'interface de l'analyse complexe et
de la géométrie algébrique. Au-delà du sujet qui nous préoccupe ici, les résidus multivariés
interviennent par exemple dans des problèmes e�ectifs d'appartenance aux idéaux polyno-
miaux (Nullstellensatz, relations de Bézout multivariées, clôture intégrale, etc.) ou encore
pour la réalisation explicite des théorèmes de dualité pour la cohomologie des faisceaux
cohérents (nous y reviendrons dans le chapitre suivant).

Je présente ici modestement quelques aspects signi�catifs pour notre propos. Le lecteur
curieux pourra consulter par exemple l'ouvrage récent très complet de Yger et Vidras [133]
contenant de nombreuses références.

1.5.1.1 Courants résiduels.

Soit U un ouvert de Cn et soit f : U → C une fonction holomorphe. En s'appuyant sur
le théorème de désingularisation d'Hironaka, Herrera et Liebermann ont montré en 1971
[67] que l'on peut associer à f un courant valeur principale [ 1

f ] agissant sur θ ∈ Dn,n(U)

par

<
[ 1

f

]
, θ >:= lim

ε→0

∫
|f |>ε

θ

f
.

On appelle courant résiduel associé à f le courant ∂̄
[

1
f

]
. Par le théorème de Stokes, ce

courant de degré (0, 1) agit sur θ ∈ Dn,n−1(U) par

< ∂̄
[ 1

f

]
, θ >= lim

ε→0

∫
|f |=ε

θ

f
.

Plus généralement, si f1, ..., fk ∈ O(U) dé�nissent une intersection complète V ⊂ U de
codimension k, Cole� et Herrera ont montré que l'on pouvait dé�nir un courant résiduel de
degré (0, k) agissant sur Dn,n−k(U) par

〈∂̄
[ 1

f1

]
∧ · · · ∧ ∂̄

[ 1

fk

]
, θ〉 := lim

ε→0

∫
|f1|=ε1,...,|fk|=εk

θ

f1 · · · fk
, (1.6)

où la limite doit être précautionneusement considérée selon un chemin admissible (voir
par exemple [35, 99]). Ce courant est ∂̄-fermé, supporté par V et nul sur les formes-test
à coe�cients anti-holomorphes. Il est lié au courant d'intégration [V ] : θ 7→

∫
V
θ par la

formule de Lelong-Poincaré

[V ] =
1

(2iπ)k
∂̄
[ 1

f1

]
∧ · · · ∧ ∂̄

[ 1

fk

]
∧ df1 ∧ · · · ∧ dfk, (1.7)

que l'on peut considérer comme la généralisation multivariée de la célèbre formule de Cauchy

f(a) =
1

2iπ

∫
|z−a|=ε

f(z)dz

z − a
.

Un outil majeur du calcul résiduel est le théorème de dualité caractérisant l'appartenance
aux idéaux : si U est un domaine d'holomorphie et h ∈ O(U), alors

h ∈ (f1, . . . , fk) ⇐⇒ h∂̄
[ 1

f1

]
∧ · · · ∧ ∂̄

[ 1

fk

]
≡ 0. (1.8)

Le théorème de dualité et les courants résiduels sont des outils puissants pour les problèmes
e�ectifs d'appartenance aux idéaux polynomiaux comme le Nullstellensatz d'Hilbert ou les
relations de Bézout [17, 11, 16, 126].
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Remarque 2 Dans [100], Passare, Tsikh et Yger donnent une autre construction du cou-
rant de Cole�-Herrera dans laquelle le noyau de Cauchy est remplacé par un noyau de
Bochner-Martinelli. L'avantage de leur approche est double : elle évite l'inconvénient des
chemins admissibles dans la limite (1.6) et elle permet d'étendre le théorème de dualité aux
intersections non complètes.

1.5.1.2 Résidus de Grothendieck.

Lorsque k = n, le courant résiduel est intimement lié aux résidus de Grothendieck,
généralisation multivariée du résidu de Cauchy. Soit U un ouvert de Cn et soit f1, . . . , fn ∈
O(U) dé�nissant une intersection complète (i.e. ayant un nombre �ni de zéros communs dans
ce cas) et soit p ∈ U un zéro isolé de f = (f1, . . . , fn). Considérons une n-forme méromorphe
de la forme Φ = ω

f1···fn où ω ∈ Ωn(U). On appelle résidu ponctuel de Grothendieck de Φ

en p le nombre complexe

resp

(
ω

f1 · · · fn

)
:=

1

(2iπ)n

∫
γε∩B

ω

f1 · · · fn
,

où γε = {|f1| = ε1, . . . , |fn| = εn} est un n-cycle réel d'intégration convenablement orienté
(cf [57, Chapitre 6]) et où B est une boule centrée en p su�samment petite pour ne contenir
aucun autre zéro commun aux fi. Cette dé�nition ne dépend pas de (ε1, . . . , εn) pour les
εj su�samment petits par le théorème de Stokes.

On appelle résidu global de la forme méromorphe Φ sur U la somme de ses résidus
ponctuels en les zéros communs p1, . . . , pr ∈ U des fi. Il découle de la formule de Stokes
que cette somme de résidus locaux peut se voir comme l'action globale d'un courant résiduel
multiplié par une forme holomorphe : si θ est une fonction test valant 1 au voisinage des
pi, on a

r∑
i=1

respi

(
ω

f1 · · · fn

)
=

1

(2iπ)n
〈∂̄
[ 1

f1

]
∧ · · · ∧ ∂̄

[ 1

fn

]
, θ · ω〉. (1.9)

Cette formule est une généralisation multivariée du théorème des résidus (et de la formule
de Cauchy). Il est commun de noter ce résidu global sous la forme (en omettant abusivement
la dépendance en U) :

Res

[
ω

f1, f2, . . . , fn

]
:=

r∑
i=1

respi

(
ω

f1 · · · fn

)
.

1.5.1.3 Théorème des résidus sur une variété compacte.

Soit X une variété analytique lisse de dimension n, et soit Φ ∈ Mn(X) une forme
méromorphe dont le diviseur polaire D véri�e

D = D1 + · · ·+Dn et |D1 ∩ · · · ∩Dn| = {p1, . . . , pr}.

On peut alors considérer les résidus ponctuels de Φ en chaque point pi ∈ X. Le cas des
variétés compactes (par exemple les variétés projectives) conduit au résultat fondamental
suivant.

Théorème des résidus. Si X est compacte, on a
∑r
i=1 respiΦ = 0.

En e�et, on peut dé�nir globalement sur X un courant résiduel Rf localement de la forme
(1.6), en remplaçant (f1, . . . , fk) par une section f d'un �bré vectoriel Hermitien de rang k.
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Les égalités (1.7), (1.8) et (1.9) s'étendent à ce cadre global 3 voir par exemple [145]. Ceci
permet d'associer à Φ un courant T = Rf ∧Φ sur X de bidegré (n, n) (i.e. une distribution).
Le point clé est que le courant T est ∂̄-exact, i.e. il existe un courant T ′ de degré (n, n− 1)

sur X tel que T = ∂̄T ′. En agissant sur la fonction test θ = 1 (à support compact du fait
de la compacité de X), la formule (1.9) conduit alors à l'égalité voulue

r∑
i=1

respiΦ = 〈T, 1〉 = 〈∂̄T ′, 1〉 = ±〈T ′, ∂̄1〉 = 0.

Une autre preuve du théorème des résidus est esquissée dans [57, Chapitre 6] via la coho-
mologie ∂̄ de Dolbeault (le théorème de Stokes étant toujours caché derrière).

1.5.1.4 Formule de Jacobi torique.

Le théorème des résidus dans le cadre torique implique le résultat suivant, connu sous le
nom de formule de Jacobi torique, dûe à Khovanskii [74]. Soient f1, . . . , fn des polynômes de
Laurent en t = (t1, . . . , tn) de polytopes de Newton respectifs P1, . . . , Pn, que l'on suppose
non dégénérés, i.e. tels que les polynômes de facettes n'aient pas de zéros communs non
triviaux. Notons Int(P ) l'intérieur relatif de la somme de Minkovski P = P1 + · · · + Pn.
Alors pour tout polynôme de Laurent h ∈ C[t±1

1 , . . . , t±1
n ], on a

Ph ⊂ Int(P ) =⇒ Res

[
hdt1∧···∧dtnt1···tn
f1, . . . , fn

]
= 0. (1.10)

En e�et, considérons X une variété torique compacte dont l'éventail est un ra�nement de
l'éventail normal à P . Soit Di ⊂ X la clôture de l'hypersurface fi = 0. L'hypothèse de
non dégénérescence assure que D1 ∩ · · · ∩ Dn ⊂ T et la condition Ph ⊂ Int(P ) implique
précisément que la fonction rationnelle

Φ =
dt1 ∧ · · · ∧ dtn

t1 · · · tn
h

f1 · · · fn
a pour lieu polaire D1 + · · ·+Dn dans X (il n'y a pas de pôles supplémentaires qui appa-
raissent sur le bord X \ T). Le théorème des résidus permet de conclure.

1.5.2 Représentation résiduelle de la trace

Etablissons maintenant le lien entre trace et résidus. Considérons pour simpli�er le cas
hypersurface. On garde les notations de la section 1.4.4. Soit (L1, . . . , Ln−1) une famille
essentielle de �brés en droites globalement engendrés sur une variété torique compacte lisse
X et soit U ⊂ X un ouvert connexe et concave relativement aux �brés Li. Soit V ⊂ U une
hypersurface analytique fermée et Φ une q-forme méromorphe sur V .

Considérons α ∈ Reg(U∗) tel que l'intersection V ∩ Cα soit transverse, incluse dans la
carte a�ne X0 ' Cn munie de coordonnées x = (x1, . . . , xn). On note f(x) = 0 l'équation
analytique de l'hypersurface V au voisinage de V ∩Cα, et q1, . . . , qn−1 les équations a�nes
(1.4) de Ca.

3. A�n de dé�nir un courant résiduel global, on utilise plutôt les représentations intégrales basées sur
le noyau de Bochner-Martinelli [100]. Une autre motivation de mes travaux, peu explorée �nalement, était
d'ailleurs de s'inscrire dans l'intense activité autour des résidus et des résultants dans les variétés toriques,
comme l'illustre le livre de Gelfan'd, Kapranov et Zelevinski [51]. Cette dynamique a poussé les ana-
lystes complexes à généraliser di�érentes transformées intégrales (Cauchy, Abel, Abel-Radon, Fantappié-
Martineau, Bochner-Martinelli) au cadre torique, a�n de développer des représentations intégrales dont
les noyaux sont intrinsèquement associés à la variété torique (indépendant d'un plongement projectif), cf
[80, 123].
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Proposition 4 Soit Pi le polytope associé au �bré Li par (1.3). Pour a voisin de α, on a

TrV Φ =
∑
|I|=q

∑
M∈

∏
i∈I Pi

Res

[
x|M |Φ ∧ df ∧

∧
j /∈I

dqj

f(x), q1(a1, x), . . . , qn−1(an−1, x)

]
daM , (1.11)

où M = (mi1 , . . . ,miq ), |M | = mi1 + · · ·+miq et daM = ∧i∈Idaimi
.

Preuve. Pour toute forme-test ϕ sur U∗ de bidegré convenable, on a

〈TrV (Φ) , ϕ〉 =

∫
U∗

TrV (Φ) ∧ ϕ

=

∫
IU

[p−1
U (V )] ∧ p∗U [Φ] ∧ qU ∗(ϕ)

=

∫
U×U∗

[V ] ∧ [IU ] ∧ Φ ∧ ϕ,

la seconde égalité d'après la Proposition 3. Le courant T := [V ] ∧ [IU ] ∧ Φ est donc un
courant de bidegré (q+n, n) sur U ×U∗ d'image directe qU∗T = TrV Φ. Le résultat découle
alors de la formule de Lelong-Poincaré (1.7) et de la formule des résidus à plusieurs variables
(1.9). �

Ainsi, la forme trace TrV Φ est une (q, 0)-forme méromorphe sur U∗ dont les coe�cients
sont des résidus globaux dans U dépendant méromorphiquement de a. Regardons de plus
près les cas extrémaux q = 0 et q = n− 1 qui nous intéressent :

• Si Φ = h est une fonction méromorphe, la formule devient

TrV h = Res

[
hJ(f, q)dx1 ∧ · · · dxn

f, q1, . . . , qn−1

]
(1.12)

où J(f, q) désigne le jacobien en x de l'application (f, q1, . . . , qn−1) : Cn → Cn.

• Si Φ est une forme méromorphe de degré maximal n− 1 sur V , la formule devient

TrV Φ =
∑

M∈P1×···×Pn−1

Res

[
x|M |Φ ∧ df

f, q1, . . . , qn−1

]
daM . (1.13)

Ces calculs se généralisent naturellement en toute codimension dès lors que l'on suppose
que V est une intersection complète (le cas intersection non complète requiert des courants
résiduels plus sophistiqués, cf [100]).

Dans le cas algébrique U = X, la Proposition 4 assure que les coe�cients de la trace
coïncident avec des résidus toriques globaux à la Cox, dé�nis comme la trace (au sens de la
dualité de Poincaré) d'un certain cocyle ω ∈ Hn(X,ΩnX) construit à partir des coordonnées
homogènes toriques (anneau de Cox) et de la forme d'Euler associée à l'éventail Σ de
X, cf [28]. Ces résidus dépendent ici de paramètres : la théorie des résultants mixtes [51]
permet alors de calculer explicitement le diviseur polaire des formes traces [29], tandis que
la formule de Jacobi torique permet d'obtenir des majorations variées des degrés de la trace
en certains coe�cients aim (e.g. Proposition 5 ci-après). Le lecteur curieux pourra consulter
les Sections 1.4, 1.5, 3.2.2 et 3.3 de ma thèse [134] (en particulier les Propositions 3.4 et
3.5) et les références qui y sont mentionnées.
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1.6 Eléments de preuve des théorèmes d'inversions

Terminons par donner quelques éléments de preuve du théorème 6 et du théorème 7.

1.6.1 Preuve du théorème d'Abel-inverse torique

Penchons-nous sur le théorème 6. On garde les notations et hypothèses de la section
1.3.3. Outre la représentation résiduelle des formes traces, un élément clé de la preuve est
donné par le lemme de propagation [139, Lemme 4.3] ci-dessous.

Lemme 1 Soit Φ une forme méromorphe de degré maximal sur l'hypersurface analytique
V ⊂ U . Si la trace TrV Φ est rationnelle en ai0, alors la trace TrV hΦ l'est aussi pour tout
polynôme h ∈ C[x1, . . . , xn] supporté par le polyèdre R+Pi.

Preuve. Pour m ∈ Nn, notons vm := Res

[
xmΦ ∧ df

f, q1, . . . , qn−1

]
. D'après (1.13), on a :

TrV x
mφ =

∑
M∈P1×···×Pn−1

v|M |+m daM .

On a |M | ∈ P := P1 + · · · + Pn−1, et on veut montrer que vm′ (méromorphe sur U∗) est
rationnelle en ai0 pour tout m′ ∈ P + kPi et tout k ∈ N. On le montre par récurrence sur
k. Pour k = 0, c'est notre hypothèse. Supposons vm′ rationnelle en ai0 pour m′ ∈ P + kPi
et montrons que vm+m′ est rationnelle en ai0 pour tout m ∈ Pi.

La représentation intégrale de Cauchy des résidus de Grothendieck combinée à la formule
de Stokes assure que pour tout m ∈ Pi et tout m′ ∈ Nn, on a

∂aimvm′ = −Res

[
xm
′
∂aimqiΦ ∧ df

f, q1, . . . , q
2
i , . . . , qn−1

]
= −Res

[
xm+m′Φ ∧ df

f, q1, . . . , q
2
i , . . . , qn−1

]
= ∂ai0vm+m′ .

Il s'ensuit que si m′ ∈ P + kPi, on a par hypothèse de récurrence ∂ai0vm+m′ rationnelle en
ai0. Si ∂ai0vm+m′ = 0, alors vm+m′ est évidemment rationnelle en ai0 comme voulu. Sinon,
il existe c ∈ C∗ tel que vm′ et vm′ + c vm+m′ sont C-linéairement indépendantes. On a :

∂ai0 [vm′ + cvm+m′ ] = ∂ai0 [vm′ ] + c ∂aim [vm′ ] = ∂ai0+caim [vm′ ]

donc ∂ai0 [vm′ + cvm+m′ ] (rationnelle en ai0) admet deux primitives linéairement indépen-
dantes dans deux directions indépendantes ai0 and ai0 + c aim. Elle n'a ainsi pas de pôles
simples dans sa décomposition en éléments simples en ai0. Donc sa primitive vm′ + cvm+m′

est rationnelle en ai0. Puisque vm′ l'est aussi par hypothèse, la fonction vm+m′ l'est. Ce
dernier argument des primitives indépendantes est inspiré du cas projectif, dû à Henkin et
Passare [66]. �

La �n de la preuve du thèorème 6 s'articule alors comme suit :

• En supposant les �brés très amples, on a R+Pi = (R+)n. Ainsi, le lemme de pro-
pagation ci-dessus assure que TrV (hΦ) est rationnelle en a0 = (a10, . . . , an−1,0) pour tout
polynôme h ∈ C[x1, . . . , xn].
• D'après la Proposition 2, la restriction IV de la variété d'incidence IU à p−1

U (V ) dé�nit
une extension de corps C(IV ) sur C(U∗) de degré �ni N = Card (V ∩Cα). Le théorème de



28 Chapitre 1. Trace, résidus et problèmes d'Abel-inverse toriques

dualité (1.8) combiné au Lemme 1 permet de montrer que le polynôme minimal Fy d'un
élément primitif y ∈ C(IV ) sur C(U∗) a ses coe�cients rationnels en a0.
• Travaillant sur la variété d'incidence, on peut remplacer dans Fy chaque coe�cient

ai0 par le polynôme ai0 − qi(ai, x). On fabrique ainsi une fonction rationnelle Qy,a(x) dont
le lieu des zéros est une hypersurface algébrique Ṽy,a qui contient V . En faisant varier a
et y, on s'assure que l'intersection Ṽ des Ṽy,a est une hypersurface algébrique véri�ant
Ṽ ∩ U = V ∩ U , comme requis.
• On étend de même la forme Φ en une forme rationnelle Φ̃ en utilisant à nouveau

le théorème de dualité (1.8) et le lemme de propagation, combinés cette fois à la formule
d'interpolation de Lagrange.

On renvoie le lecteur à [139, Section 4] pour les détails.

1.6.2 Preuve du théorème de Wood torique

On esquisse ici la preuve du théorème 7. On garde les notations et hypothèses de la
section 1.3.4.

Sens direct. Montrons que les traces des fonctions coordonnées sur une hypersurface
algébrique Ṽ ⊂ X sont a�nes en les coe�cients constants ai0. Montrons en fait un résultat
plus fort, illustrant à nouveau l'intérêt du calcul résiduel. On identi�e encore Γ(X,Li) avec
un espace de Riemann-Roch des fonctions rationnelles sur X de diviseur polaire borné par
un certain T-diviseur supporté à l'in�ni X \X0.

Proposition 5 Pour tout i = 1, . . . , n− 1 et tout k ∈ N, on a l'implication

h ∈ Γ(X,L⊗ki ) =⇒ degai0 TrṼ (h) ≤ k

avec égalité si div0(h) intersecte proprement le bord X \X0. En particulier,

degai0 TrṼ (xj) ≤ 1,

avec égalité si et seulement si ej = (0, . . . , 1, . . . , 0) est un sommet de Pi.

Preuve (esquisse). Soit m ∈ Nn. D'après (1.13), on obtient cette fois

∂k

∂ai0
TrV x

m = ± k! Res

[
xm J(f, q)dx1 ∧ · · · dxn
f, q1, . . . , q

k+1
i , . . . , qn−1

]
(1.14)

On a h ∈ Γ(X,L⊗ki ) si et seulement si Ph ⊂ kPi. Le résultat découle alors de la formule de
Jacobi torique (1.10) (cf [134, Corollaire 3.6] pour les détails). �

Sens indirect. La preuve que degai0 TrV (xn) ≤ 1 implique V algébrique est dans le même
esprit que le théorème d'Abel-inverse. Discutons plutôt brièvement de la caractérisation de
la classe de Picard de l'hypersurface interpolante Ṽ .

La formule du produit [103] assure que la norme NV (fj) est un quotient de résultants
mixtes associés aux divers �brés en droite en jeu. Le résultant au dénominateur est liés aux
intersections à l'in�ni et ne dépend pas des coe�cients constants ai0 tandis que le degré en
a10 du résultant au numérateur est majoré par le nombre d'intersection

Nj := Ej ·D2 · · ·Dn−1 · Ṽ ,
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avec égalité pour fj générique. Du fait que les Ej sont très amples et forment une base de
Pic(X) ⊗ Q, le théorème de Lefschetz fort assure que les entiers N1, . . . , Ns caractérisent
la classe de Ṽ , donc le polytope P associé au �bré en droites au correspondant. D'un autre
côté, le théorème de Bernstein-Kushnirenko [18, 79] assure que ces nombres s'interprètent
e�ectivement comme les volumes mixtes

Nj = MV (P (Ej), P2, . . . , Pn−1, P )

de l'énoncé du théorème 7. Voir [136] pour plus de détails. �





Chapitre 2

Problèmes d'osculation

Plutôt que d'interpoler des germes analytiques par une hypersurface algébrique, on
requiert seulement des ordres de contact prescrits. On parle d'osculation. On va considérer ce
problème non plus dans une carte a�ne, mais au contraire sur le bord d'une compacti�cation
de Cn. On se restreindra au cas n = 2. Le problème considéré ici est traité dans [137], avec
des applications à la factorisation des polynômes bivariés dans [137, 138].

2.1 Enoncé du problème

Soit X = X0 t ∂X une compacti�cation du plan a�ne X0 ' C2, dont le bord est un
diviseur à croisements normaux simples 1

∂X = D1 + · · ·+Dr.

Soit D = (k1 + 1)D1 + · · · + (kr + 1)Dr un diviseur de Cartier e�ectif de support |∂X| et
soit γ ∈ Div(D) un diviseur de Cartier sur le schéma (|D|,OD) (noté D pour alléger).

Problème d'osculation. A quelles conditions γ se prolonge-t-il à X ? Plus formellement,
à quelles conditions existe-t-il un diviseur de Cartier E ∈ Div(X) tel que i∗(E) = γ où
i : D ↪→ X est le morphisme d'inclusion.

Expliquons en quoi ce problème est e�ectivement un problème "d'osculation". On peut
écrire

γ =
∑
p∈|Γ|

γp,

où Γ = γ · ∂X et où γp est supporté par p. Chaque diviseur γp est localement la restriction
à D d'un germe de 1-cycle analytique sur X

γ̃p = div(fp) (2.1)

dé�ni par un germe de fonction méromorphe fp ∈ MX,p, et dont le support intersecte
∂X proprement. Dans le cas particulier où les γ̃p sont des germes de courbes analytiques
transverses au bord ∂X, une courbe C ⊂ X est solution du problème d'osculation (i.e.
i∗C = γ) si et seulement si pour chaque p ∈ |Di|, la courbe C a un ordre de contact au
moins ki + 1 avec le germe γ̃p.

1. i.e. ∂X est localement lisse ou intersection transverse de deux courbes lisses.
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Figure 2.1 � Le problème d'osculation. On cherche une courbe algébrique (en pointillé
rouge) ayant un ordre de contact prescrit avec des germes de courbes (en bleu) transverses
au bord (en noir) d'une compacti�cation à croisements normaux de C2.

2.2 Le théorème d'osculation

Le lecteur ne sera pas surpris que les résidus vont jouer un rôle clé. Soit Ω2
X le faisceau

canonique de X et soit Ω2
X(D) le faisceau inversible des 2-formes méromorphes dont le

lieu polaire est borné par D. Soit Ψ ∈ H0(X,Ω2
X(D)). Puisque X \ |D| = X0 ' C2 est

simplement connexe, Ψ est exacte : il existe une 1-forme rationnelle ψ sur X, holomorphe
sur X0, telle que Ψ = dψ. Notons ψp le germe de ψ en p ∈ |Γ| et notons fp l'équation locale
d'un relevé γ̃p comme en (2.1). Le théorème de Stokes et le théorème de dualité assurent que
le résidu de Grothendieck resp

[dfp
fp
∧ ψp

]
ne dépend que de Ψ et du diviseur γp ∈ Div(D).

On peut ainsi dé�nir une application

Div(D)×H0(X,Ω2
X(D)) −→ C

(γ,Ψ) 7−→ 〈γ,Ψ〉p := resp
[dfp
fp
∧ ψp

]
,

(2.2)

qui est Z-linéaire en γ et C-linéaire en Ψ. Notre résultat principal est le suivant :

Théorème 8 Soit X une compacti�cation du plan a�ne à bord ∂X à croisements nor-
maux. Soit (D, γ) dé�nissant un problème d'osculation sur le bord ∂X.

1) Le diviseur γ ∈ Div(D) s'étend en un diviseur E ∈ Div(X) si et seulement si∑
p∈|Γ|

〈γ,Ψ〉p = 0 pour tout Ψ ∈ H0(X,Ω2
X(D)). (2.3)

Le diviseur E est unique à équivalence rationnelle près.

2) Si de plus γ est e�ectif et H1(X,OX(E−D)) = 0, alors γ s'étend de manière unique
en un diviseur e�ectif de X.

Exemple (Relation de Reiss). Considérons une collection de d germes analytiques
lisses γ̃p transverses à une droite L ⊂ P2. A quelle condition existe-t-il une courbe algébrique
C ⊂ P2 de degré d ayant un ordre de contact ≥ 3 avec chacun des germes ? Ceci est un
problème d'osculation attaché au couple (D, γ), où D = 3L et γ est la restriction à D de∑
p γ̃p. Munissons P2 de coordonnées homogènes [T0 : T1 : T2] de sorte que L = {T0 = 0}

et supposons que γ soit supporté dans la carte a�ne T2 6= 0, munie des coordonnées a�nes
x = T0/T2 et y = T1/T2. Chaque germe γ̃p est donné par une équation de Weierstrass

γ̃p = {y − φp(x) = 0}

où φp ∈ C{x}. Il y a un isomorphisme

H0(P2,Ω2
P2(3L)) ' H0(P2,OP2) ' C
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et ce C-espace vectoriel est engendré par la forme Ψ = dx∧dy
x3 , dont une primitive est

ψ = −ydxx3 . La formule de Cauchy conduit à l'égalité :

resp
[ydx ∧ d(y − φp)

x3(y − φp)
]

= res0

[
φp(x)

dx

x3

]
=

1

2
φ′′p(0),

où res0 est le résidu univarié en 0. Ainsi, (2.3) est dans ce cadre équivalent à∑
p∈|Γ|

φ′′p(0) = 0. (2.4)

On a ici H1(OP2(d − 3)) = 0, et le point 2 du théorème 8 assure que (2.4) est �nalement
équivalent à l'existence d'une courbe C ⊂ P2 de degré d osculant les germes γ̃p à l'ordre 3.
Noter que la nécessité de (2.4) est une conséquence immédiate du théorème de Wood, ou
encore de la relation de Reiss (1.2). �

Ce cas particulier est obtenu par Gri�ths et Harris [57, Chapitre 6], et généralisé par
Wood dans [143] dans le cas d'ordre de contacts plus élevés. Une di�culté supplémentaire
dans le Théorème 8 est que l'on ne suppose pas les germes γp inclus dans une carte a�ne.

Esquisse de preuve. La nécessité des conditions (2.3) découle du théorème des résidus
(cf Section 1.5.1.3). La partie délicate concerne la su�sance de ces conditions. Donnons les
grandes lignes de la preuve.

La donné d'un diviseur de Cartier γ ∈ Div(D) équivaut à la donnée d'un �bré en droite
L ∈ Pic(D) et d'une section f ∈ Γ(D,L). Etendre γ revient à étendre dans un premier temps
L en L̃ ∈ Pic(X), puis étendre ensuite f en une section méromorphe f̃ de L̃. Le deuxième
point découle automatiquement du théorème d'annulation de Serre, et la di�culté principale
réside donc dans la caractérisation du conoyau du morphisme de restriction

Pic(X)→ Pic(D).

Un premier résultat clé permet d'identi�er cohomologiquement cette obstruction :

Lemme 2 Il y a une décomposition en somme directe

Pic(D) ' Pic(X)⊕H1(D,OD) (2.5)

Preuve (esquisse). Les isomorphismes Pic(X) ' H1(X,O∗X) et Pic(D) ' H1(D,O∗D) sug-
gèrent de regarder les suites exactes courtes exponentielles de D et X

0 −→ ZX −→ OX
exp(2iπ·)−→ O∗X −→ 0

↓ ↓ ↓
0 −→ ZD −→ OD −→ O∗D −→ 0.

(2.6)

Ici, ZD ⊂ OD est le sous-faisceau des fonctions à valeurs dans Z, et les �èches verticales
de restriction sont surjectives. Puisque la variété X est rationnelle, on a Hi(X,OX) = 0

pour i > 0. La cohomologie à support compact de la variété a�ne X0 = X \ |D| s'annule
en degré > 0. Ainsi la suite cohomologique longue induite par la suite exacte courte

0→ j!(ZX0
)→ ZX → Z|D| → 0 (2.7)

sous-jacente au morphisme d'inclusion j : X0 ↪→ X conduit aux isomorphismes
H1(D,ZD) ' H1(X,ZX) = 0 et H2(D,ZD) ' H2(X,ZX). Ces considérations combi-
nées aux suites cohomologiques exactes longues dérivées de (2.6) permettent de conclure.
�
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La suite exacte courte 0 → OX(−D) → OX → OD → 0 combinée aux annulations
H1(X,OX) = H2(X,OX) = 0 induit un isomorphisme

H1(D,OD) ' H2(X,OX(−D)).

Avec (2.5), on en déduit l'existence d'un 2-cocyle de Cech β = β(L) ∈ H2(X,OX(−D)) qui
s'annule si et seulement si L s'étend à X, cocycle que l'on peut expliciter. Pour caractériser
l'annulation β = 0, on s'appuie sur le théorème de dualité de Serre : il y a une application
bilinéaire non dégénérée

H2(X,OX(−D))⊗H0(X,Ω2
X(D)) −→ H2(X,Ω2

X)
Tr' C,

composée du cup-produit pour les cocycles avec un morphisme trace Tr [12]. Notons βΨ

le cup-produit de β et Ψ ∈ H0(X,Ω2
X). Donc L ∈ Pic(D) s'étend à X si et seulement si

Tr(βΨ) = 0 pour tout Ψ.
A�n d'expliciter l'application trace dans notre cadre, on utilise la cohomologie de Dol-

beault. Notons Dp,qX le faisceau des courants de degrés (p, q) sur X. La résolution ∂̄ de
Dolbeault du faisceau Ω2

X est donnée par la suite exacte longue de faisceaux

0 −→ Ω2
X

[·]−→ D(2,0)
X

∂̄−→ D(2,1)
X

∂̄−→ D(2,2)
X −→ 0

où [ω] : θ 7→
∫
X
ω ∧ θ. Il en découle l'isomorphisme de Dolbeault

H2(X,Ω2
X) ' H0(X,D2,2

X )/∂̄H0(X,D2,1
X ).

La partie délicate consiste alors à expliciter un (2, 2)-courant global TΨ ∈ H0(X,D2,2
X ) tel

que
Tr(βΨ) = 〈TΨ, 1〉.

L'opérateur ∂̄ joue un rôle clé et la construction du courant TΨ s'appuie sur les courants
résiduels (1.6) et la formule de Lelong-Poincaré (1.7), voir [137, Section 2.4] pour les détails.
On obtient au �nal la formule désirée

〈TΨ, 1〉 =
∑
p∈|Γ|

resp
[dfp
fp
∧ ψp

]
.

Si elle existe, l'extension E ∈ Div(X) du diviseur γ ∈ Div(D) est unique à équivalence
rationnelle près du fait que Pic(X) est un facteur direct de Pic(D) d'après (2.5). Voilà pour
un aperçu de la preuve du point 1. Le point 2 découle de la suite cohomologique associée à
la suite exacte courte 0→ OX(E −D)→ OX(E)→ OD(E)→ 0. �

2.2.1 Ouvertures.

1. Osculation pour d'autres couples (D,X). Il serait intéressant de généraliser le
théorème d'osculation en considérant D ⊂ X un diviseur e�ectif d'une variété projective
lisse quelconque X, a minima lorsque X est rationnelle. La décomposition clé (2.5) n'est
plus valable : d'autres obstructions topologiques ou cohomologiques apparaissent. Peut-on
les expliciter ? Quel rôle jouent les résidus ?

2. Caractéristique positive. Un autre point serait bien sûr de généraliser le théorème
d'osculation sur un corps quelconque, en particulier sur un corps �ni. La théorie des résidus
et le théorème de dualité s'étendent à ce cadre, mais nous n'avons plus accès à la cohomologie
de Dolbeault inhérente à l'analyse complexe.
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2.3 Formules explicites dans le cadre torique

Supposons que X = XΣ soit une compacti�cation torique lisse de X0 ' C2. On peut
écrire d'un point de vue ensembliste

X = T t (D0 ∪ · · · ∪Dr+1) = X0 t (D1 ∪ · · · ∪Dr),

où les Di sont les diviseurs T-invariants. Soit ρi ∈ Σ(1) le rayon dé�nissant Di et ordonnons
les diviseurs D0, . . . , Dr+1 de sorte que les cônes σi = ρiR+ ⊕ ρi+1R+ soient les cônes
maximaux de Σ (avec la convention ρr+2 = ρ0). La carte a�ne associée au cône σi s'écrit

Ui = SpecC[σ̌i ∩ Z2] = SpecC[xi, yi] ' C2,

où les coordonnées a�nes (xi, yi) sont liées aux coordonnées t = (t1, t2) du tore T par les
relations

tm = x
〈m,ηi〉
i y

〈m,ηi+1〉
i .

Les diviseurs Di et Di+1 ont alors pour équations a�nes respectives xi = 0 et yi = 0.

• Soit D =
∑r
i=1(ki + 1)Di. Le diviseur KX = −D0 − · · · − Dr+1 est un diviseur

canonique de X et on a un isomorphisme naturel

H0(X,Ω2
X(D)) '

⊕
m∈PD+KX

∩Z2

C · tm dt1 ∧ dt2
t1t2

,

où PD+KX
est le polytope associé au T-diviseur D +KX par (1.3).

• Soit γ ∈ Div(D) que l'on suppose transverse au bord ∂X et notons Γi = |γ ·Di|. Pour
chaque p ∈ Γi, le diviseur γp ∈ Div(D) est donné par une équation de Weierstrass

yi − φp(xi) = 0

dans la carte a�ne Ui, où φp ∈ C{xi} est une fonction analytique dé�nie modulo (xki+1
i )

et ne s'annulant pas en 0.

La proposition suivante rend explicite les critères d'osculation (2.3) dans le cadre torique.

Proposition 6 Le diviseur γ ∈ Div(D) est la restriction à D d'un diviseur E ∈ Div(X) si
et seulement si

r∑
i=1

∑
p∈|Γi|

1

(−〈m, ηi〉)!
∂−〈m,ηi〉

∂x
−〈m,ηi〉
i

( φ〈m,ηi+1〉
p

〈m, ηi+1〉

)
(0) = 0 ∀ m ∈ PD+KX

∩ Z2,

avec les conventions φkp/k = log(φp) si k = 0 et ∂a

∂xa (φkp/k) = 0 si a < 0.

Les termes de cette double somme sont simplement des coe�cients de Taylor, faciles à
calculer. On notera aussi que l'on a −〈m, ηi〉 ≤ ki pour tout m ∈ PD+KX

de sorte que cette
expression ne dépend que des φp tronqués à précision xki+1

i pour p ∈ |Γi|, donc seulement
de γ, comme requis. La preuve est calculatoire, la formule de Cauchy et la combinatoire des
variétés torique permettant d'expliciter les calculs de résidus (2.2).

Des applications à la factorisation bivariée sont décrites dans la section 3.3.
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3.1 Introduction

On s'intéresse ici à la factorisation d'un polynôme à deux variables f ∈ K[x, y] à coef-
�cients dans un corps K, en supposant résolu le problème de la factorisation univariée sur
K. Ce problème central du calcul formel a reçu beaucoup d'attention depuis les années 70.
Le lecteur trouvera des historiques détaillés et de nombreuses références dans [50, Notes du
Chapitre III] ou dans les articles [32, 34, 83, 85].

Nous nous concentrerons ici essentiellement sur des méthodes basées sur le lemme de
Hensel, popularisées par Zassenhaus [147] à la �n des années 60 : l'idée centrale est de
recombiner les facteurs analytiques de f dans K[[x]][y] en facteurs rationnels. On peut
distinguer deux stratégies :

• Une stratégie probabiliste à "petite précision" : On e�ectue un changement a�ne gé-
nérique de coordonnées, puis on détecte les facteurs de f à partir de sa factorisation modulo
(x3) en testant des sommes nulles inhérentes à la relation de Reiss (2.4), voir par exemple
[30, 33, 48, 112]. L'algorithme sous-jacent est probabiliste, généralement utilisé dans le cadre
de la factorisation absolue, i.e. sur K̄[x, y] : les calculs sont conduits numériquement, et des
stratégies basées sur l'algorithme LLL de réduction des réseaux permettent de retrouver les
coe�cients exacts [30]. On parle d'algorithmes semi-numériques. Bien que ces algorithmes
soient de complexité exponentielle dû à la recherche exhaustive des sommes nulles, ils sont
en pratique très e�caces sur une grande classe de polynômes, pouvant traiter des degrés
relativement grands > 200 [30]. Ils peuvent de plus s'adapter pour calculer la décomposition
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absolue d'ensemble algébriques plus généraux que les courbes planes [127]. Cependant, il
existe des polynômes pour lesquels cet algorithme est peu e�cace en pratique.

• Une stratégie déterministe à "grande précision" : en supposant F séparable modulo
x, on factorise cette fois f dans K[[x]][y] jusqu'à une précision su�samment grande a�n de
détecter avec certitude quelles combinaisons des facteurs analytiques produisent des facteurs
rationnels. On parle d'algorithmes "remontées et recombinaisons". Inspirés de l'algorithme
de recombinaison de Sasaki et al. [116, 115] et de la méthode des dérivées logarithmiques
de Ruppert-Gao [111, 49], les travaux importants de Bostan et al. [20], Lecerf [85, 83] et
Chèze-Lecerf [34] ont montré que les recombinaisons pouvaient se réduire à la résolution
d'un système linéaire dépendant d'une précision en x linéaire en d = deg(f). Il en découle
un algorithme déterministe de complexité polynomiale en d, sous-quadratique en la taille
de l'entrée, qui reste la meilleure complexité théorique connue à ce jour pour les polynômes
denses (i.e. représentés par la liste des coe�cients de tous les monômes de degré ≤ d).

Contributions. La complexité arithmétique (nombres d'opérations élémentaires dans K)
des algorithmes usuels s'exprime en terme du degré total (voire du bidegré). Je me suis
intéressé dans mes travaux à tenir compte d'indicateurs de complexité plus �ns :

Approches toriques [31, 43, 137, 138]. On cherche à tenir compte du polytope de Newton
Pf , dans la lignée de [9]. Rappelons tout de suite que ce dernier se comporte bien avec la
multiplication : si g, h ∈ K[x, y], le théorème d'Ostrovski assure que

Pgh = Pg + Ph,

où la somme désigne la somme de Minkovski. Cette égalité impose de fortes contraintes
combinatoires à la factorisation, que l'on cherche à exploiter au maximum.

Approches singulières [141, 140]. La courbe projective d'un polynôme réductible est né-
cessairement singulière et il est légitime de se demander si l'on peut tirer avantage de la
combinatoire de la résolution de (certaines) singularités pour la factorisation. L'approche
torique permet de tirer pro�t des éventuelles singularités aux trois points T-�xes de P2, en
les supposant non dégénérées (i.e. résolues par un seul éclatement monomial au voisinage
du point considéré). Peut-on tirer d'avantage pro�t des singularités en factorisation ?

Organisation. Les sections 3.2 et 3.3 sont dédiées aux approches toriques, en lien étroit
avec les sections 1.3.1, 1.3.4 et la section 2. Les sections 3.4 et 3.5 sont dédiées aux approches
singulières. La valuation du discriminant joue un rôle important, et la dernière section
3.6 légèrement annexe s'intéresse à la description des polynômes dont le discriminant par
rapport à y est de degré minimal en x, travaux en collaboration avec Denis Simon (Université
de Caen).

Un regain d'intérêt. D'un point de vue complexité, mes travaux autour des relations
entre factorisation et singularités étaient spéculatifs dans les années 2012 du fait que les
algorithmes de factorisation analytique dans K[[x]][y] et de désingularisation des courbes
planes n'étaient pas compétitifs pour intervenir en factorisation bivariée. Ce n'est plus le
cas depuis nos travaux récents avec Adrien Poteaux [110, 107, 108] autour des séries de
Puiseux (sur lesquels je reviendrai dans le chapitre suivant), encourageant a posteriori la
pertinence des singularités en factorisation, et qui de mon point de vue o�rent aujourd'hui
un indéniable regain d'intérêt pour les travaux décrits dans ce chapitre.
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3.2 Un algorithme torique probabiliste

J'ai découvert après ma thèse le problème de la factorisation et les enjeux du calcul
formel par l'intermédiaire d'André Galligo, qui a repéré que le théorème 7 d'interpolation
dans les variétés toriques pourrait conduire à un algorithme probabiliste de factorisation
bivariée tenant compte du polytope de Newton. Cette section est dédiée à nos travaux sur
ce thème en collaboration avec André Galligo et Mohammed Elkadi, publiés dans [31, 43].

Soit f ∈ Q[x, y] un polynôme bivarié de degré total d. On cherche à déterminer la
factorisation absolue de f , i.e. sa décomposition en facteurs irréductibles sur Q̄[x, y].

L'approche classique. Soit C ⊂ C2 la courbe complexe dé�nie par f . Soient p1, . . . , pd
les points d'intersection de C avec une droite L générique. Soit I ⊂ {1, . . . , d} de cardinal
k. Si la collection de points {pi, i ∈ I} appartient à une composante CI de C de degré k,
alors la formule de Reiss (1.2) assure que∑

i∈I

fxxf
2
y − 2fxyfxfy + fyyf

2
x

f3
y

(pi) = 0.

De plus, le théorème de Wood projectif assure que cette condition est également su�sante
pour une droite L générique (la preuve de ce dernier point est plutôt basée sur des arguments
de monodromie dans les travaux originaux [112, 48]). On est ainsi ramené à tester des
sommes nulles minimales parmi toutes les collections possibles de points pour identi�er
les facteurs absolument irréductibles de f . Une fois une telle collection identi�ée, on peut
calculer le facteur de f correspondant et son cofacteur à l'aide du lemme de Hensel. Il y a au
plus 2d choix de I possibles et les algorithmes sous-jacents sont de complexité exponentielle
en le degré.

L'approche torique. Soit X = XP la surface torique projective associée au polytope
de Newton P = Pf , polytope que nous supposerons contenir l'origine pour simpli�er (cette
hypothèse n'est pas restrictive).

Notons C ⊂ X la clôture de Zariski de la courbe a�ne C ⊂ C2 dé�nie par f . Soit
Q ⊂ (R+)2 un polytope contenant l'origine, et dont toutes les arêtes sont parallèles à
celles de P . Cela revient à choisir un �bré en droite très ample sur X. Ce polytope est en
pratique choisi "le plus petit possible". Soit q ∈ Q[x, y] un polynôme générique de polytope
de Newton Q. Pour tout t ∈ C, considérons la clôture de Zariski

Ct = {q(x, y) = t} ⊂ X.

De la généricité de q découle le fait que l'intersection

Ct ∩ C = {p1(t), . . . , pN (t)}

est transverse, incluse dans le plan a�ne C2, et de cardinal le volume mixte N = MV (P,Q)

(théorème de Bernstein-Kushnirenko).
La surface X n'est pas nécessairement lisse, mais elle est simpliciale. On peut montrer

que le théorème 7 et la proposition 5 restent valables dans ce cadre [43, Thm 2, Thm 3].
Nous supposerons (toujours pour simpli�er) que le point (0, 1) appartient au bord de Q,
mais n'est pas un sommet. La proposition 5 assure alors que la trace de y sur une courbe
algébrique C̃ relativement à la famille Ct ne dépend pas de t :

∂ TrC̃ y

∂t
≡ 0.
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Soit I ⊂ {1, . . . , N} de cardinal k. Si la collection de points {pi, i ∈ I} appartient à une
composante CI de C telle que CI ·C =

∑
i∈I pi, alors il suit de ce qui précède et de l'égalité

(1.12) que l'on a ∑
i∈I

y

J(f, q)
(pi(t)) ≡ 0, (3.1)

où J(f, q) désigne le jacobien de l'application (f, q) : C2 → C2. On a en fait mieux : du
fait du choix générique de q, le théorème 7 assure que la condition (3.1) est aussi su�sante
pour qu'il existe une composante CI ⊂ C comme ci-dessus. Notons que la courbe CI est
alors nécessairement supportée par un polytope PI tel que MV (P, PI) = k.

Il semble à première vue que l'on perde en complexité par rapport à l'approche classique
du fait que N > d. Un point important est que la collection de points p1, . . . , pN n'est pas
distribuée aléatoirement. En e�et, lorsque |t| → ∞, la courbe Ct "dégénère" en un diviseur
D =

∑r
j=1 kjDj supporté au bord ∂X = X \C2, dont les composantes Dj sont en bijection

avec les arêtes extérieures de Q, et dont les multiplicités kj se calculent explicitement à
partir du polytope Q. Le zéro-cycle C · Ct (réduit) dégénère donc en un zéro-cycle (non
réduit) supporté à l'in�ni :

lim
|t|→∞

C · Ct = C ·D =
∑
j

kj(C ·Dj).

Ainsi, il existe une unique partition

{1, . . . , N} = J1 ∪ · · · ∪ Jr telle que lim
|t|→∞

∑
i∈Jj

pi(t) = kj(C ·Dj), ∀ j = 1, . . . , r.

(3.2)
Pour |t| su�samment grand, cette partition se calcule explicitement en repérant quelles
coordonnées tendent vers 0 dans des cartes a�nes adaptées.

D'autre part, le théorème d'Ostrovski impose au polytope de Newton Q d'un facteur
g de f d'être un facteur de Minkovski du polytope P de f . Se donner un tel polytope Q
�xe les degrés d'intersection C ′ · Dj de la courbe C ′ ⊂ X de g avec chaque composante
Dj , cf Théorème 9 ci-après. On obtient ainsi des contraintes combinatoires très fortes pour
les choix des sous-ensembles I ⊂ {1, . . . , N} candidats aux sommes nulles (3.1). On peut
montrer que le nombre total de choix possibles est toujours inférieur à la borne 2d inhérente
à l'approche classique, et drastiquement inférieur dès lors que le polytope a peu de points
entiers sur ses arêtes extérieures. C'est tout l'intérêt de l'approche torique. Un exemple
simple illustratif est détaillé dans [43].

+ =

2

1
2

1

1

2

3

B

C1

C2

X

Figure 3.1 � Représentation schématique de la compacti�cation torique associée au po-
lytope de Newton. La courbe Ct (en bleu) intersecte la courbe C = C1 ∪ C2 en 6 points
(en pratique en 6 "îlots" de points) dont on peut lire la répartition asymptotique quand
t → +∞. Il n'y a alors que 3 sommes nulles à tester en accord avec la décomposition de
Minkovski donnée. La courbe C étant de degré projectif 7, l'approche classique coûterait
potentiellement 27 sommes nulles à tester.
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3.3 Algorithmes toriques déterministes

Soit f ∈ K[x, y] un polynôme bivarié dé�ni sur un corps de nombres K. Soit X une
variété torique lisse dont l'éventail Σ ra�ne l'éventail normal au polytope de f . On note
C ⊂ X la clôture de Zariski de la courbe a�ne f = 0. Les résultats de cette section sont
basés sur la remarque suivante :

Si la somme des multiplicités d'intersection de C avec une courbe irréductible C ′ ⊂ X de
polytope donné dépasse la borne de Bernstein-Kushnirenko, alors C ′ est nécessairement une
composante de C.

Cette observation, combinée avec les critères d'osculation explicites donnés par le Théorème
8 et la Proposition 6 m'ont conduit à développer deux algorithmes de factorisation toriques
déterministes du type "remontées et recombinaisons".

3.3.1 Préambule

Les algorithmes toriques qui suivent sont valables sous une hypothèse de non dégéné-
rescence à la Kushnirenko que nous expliquons brièvement.

Nous supposerons pour simpli�er que f(0, 0) 6= 0 (cette hypothèse n'est pas restrictive,
voir [138, Remarque 3.1]). Quitte à ra�ner l'éventail de X, on peut alors supposer que X
est une compacti�cation lisse de X0 = SpecC[x, y] ' C2, dont le bord

∂X = X \X0 = D1 + · · ·+Dr

est un T-diviseur réduit à croisements normaux. On dira que f est non dégénéré si l'inter-
section C ∩ ∂X est transverse.

Pour un polytope Q, on note Q(i) la face de Q qui minimise le produit scalaire 〈m, ηi〉,
où ηi est le générateur primitif du cône de dimension 1 associé au T-diviseur Di. Cette face
est soit une arête extérieure (i.e. ne contenant pas l'origine), soit un sommet de Q.

Soit P = Pf le polytope de Newton de f =
∑
cmx

m1ym2 . Les polynômes de facette de
f sont les polynômes

f (i) =
∑

m∈P (i)∩Z2

cmx
m1ym2 ,

polynômes quasi-homogènes qui deviennent univariés après un changement monomial de
coordonnées, et dont les zéros non triviaux déterminent l'intersection C∩Di. En particulier,
on a

deg(C ·Di) = Card(P (i) ∩ Z2)− 1

et f est non dégénéré si et seulement si tous ses polynômes de facettes extérieures sont
sans facteurs carrés dans C[x±1, y±1]. Cette hypothèse est l'analogue torique de l'hypothèse
f(0, y) séparable inhérente aux approches classiques [83, 85].

3.3.2 Un algorithme de complexité exponentielle.

Cet algorithme est présenté dans [138, Section 3]. Le polynôme f dé�nit une fonction
rationnelle sur X, holomorphe sur X0. Ainsi, le diviseur

D = div∞(f) + ∂X

est un diviseur de Cartier e�ectif (non réduit) de support |∂X|. Soit i : D ↪→ X le morphisme
d'inclusion. On note γ = i∗(C) ∈ Div(D) la restriction à D de la courbe C ⊂ X de f .
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Théorème 9 [138, Thm 3.3] Supposons f non dégénéré. Soit Q un facteur de Minkowski
non trivial du polytope P de f et soit L une extension �nie de K. Alors f admet un facteur
q ∈ L[x, y] de polytope Q si et seulement s'il existe un diviseur 0 < γ′ < γ de D dé�ni sur
L tel que

deg(γ′ ·Di) = Card(Q(i) ∩ Z2)− 1, i = 1, . . . , r (3.3)

et tel que la paire (D, γ′) obéisse aux critères d'osculation de la Proposition 6. On peut alors
calculer le polynôme q à partir de γ′.

Un point clé de la preuve est que si un �bré en droite L sur la variété torique X est
globalement engendré, alors H1(X,L) = 0, permettant d'appliquer le point 2 du Théorème
8. Il découle de ce théorème un algorithme de factorisation torique dont voici les grandes
lignes :

• Calcul de γ : on factorise (sur le corps L considéré) les polynômes de facettes (fac-
torisations univariées) que l'on lifte après un changement monomial de coordonnées
adéquat à la précision donnée par les multiplicités des Di dans D. Les facteurs mo-
dulaires ainsi obtenus représentent le diviseur γ = i∗(C).

• Recombinaisons : pour chaque choix possible de γ′, contraint par (3.3), on teste les
annulations de sommes de résidus déterminées par la Proposition 6.

• Calcul des facteurs : si γ′ est e�ectivement la restriction à D d'une composante C ′

de C, on calcule le facteur q ∈ L[x, y] de f correspondant comme unique solution
d'un certain système linéaire ([138, Prop 3.5]).

Le nombre de sommes nulles à tester en tenant compte des contraintes du théorème
d'Ostrowski et de l'équation (3.3) est le même que pour la méthode présentée en Section
3.2. Deux avantages majeurs ici : l'algorithme sous-jacent est cette fois déterministe et le
calcul de la décomposition du 0-cycle réduit C ∩ Ct (résolution d'un système polynômial)
et de sa répartition asymptotique est maintenant remplacé par le calcul moins coûteux
de la décomposition du 0-cycle non réduit C ∩D associé au diviseur i∗(C) (factorisations
univariées et lemme de Hensel multifacteur).

Exemple. Un exemple caricatural est donné par un polynôme f de polytope

P = Conv((0, 0), (2N, 0), (0, 2N − 2)).

Dans ce cas, il y a une seule arête extérieure, qui est de longueur entière 2 : il y a seulement
2 recombinaisons à tester, alors que l'approche classique demanderait potentiellement 2N

recombinaisons à tester. On renvoie à [138, Section 3.5] pour plus de précisions sur la
comparaison entre les approches classiques et toriques, en particulier sur le nombre de
recombinaisons.

3.3.3 Un algorithme de complexité polynomiale.

J'obtiens dans [137] un algorithme torique de complexité polynomiale en le volume
du polytope. L'idée centrale est de réduire le problème des recombinaisons à de l'algèbre
linéaire. L'algorithme présenté ici peut être considéré comme une généralisation au cadre
torique de l'algorithme de Lecerf [85, 83]. Cette méthode hybride mélange le point de vue
"remontées de Hensel et recombinaisons" esquissé ci-dessus avec la méthode des "dérivées
logarithmiques" introduite par Ruppert [111] et développée par Gao [49].
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3.3.3.1 Recombinaisons via l'algèbre linéaire.

On cherchera ici à factoriser f sur K[x, y] (on parle de factorisation rationnelle). En
supposant f non dégénéré, la décomposition irréductible sur K du diviseur γ = i∗(C) ∈
Div(D) s'écrit

γ =
∑
p∈P

γp

où l'indexation porte sur l'ensemble P des facteurs irréductibles des polynômes de facettes
extérieurs de f . Les composantes γp engendrent un K-espace vectoriel

V =

∑
p∈P

µpγp, µp ∈ K

 ⊂ Div(D)⊗K

que l'on considérera comme espace ambiant.
Déterminer la factorisation irréductible de f sur K équivaut à déterminer la décompo-

sition irréductible
C = C1 ∪ · · · ∪ Cs

de C sur K. Le polynôme f étant supposé non dégénéré, les restrictions γj := i∗(Cj) ∈ V
s'expriment dans la base (γp)p∈P comme des (0, 1)-combinaisons orthogonales deux à deux.
Résoudre le problème des recombinaisons dans le cadre torique revient à déterminer les
vecteurs γj .

A�n d'obtenir des équations explicites, on veut à nouveau utiliser le théorème 8 d'oscu-
lation. Il est donc naturel d'introduire le sous-espace vectoriel V (D) ⊂ V engendré par les
combinaisons des γp qui s'étendent à X. On a par construction les inclusions

〈γ1, . . . , γs〉 ⊂ V (D) ⊂ V,

et ce pour tout choix de D supporté par |∂X|. Le résultat central est le suivant :

Théorème 10 [137, Thm 2] Supposons f non dégénéré. Si D est supporté au bord de X
et satisfait l'inégalité

D ≥ 2div∞(f)

alors (γ1, . . . , γs) coïncide à une permutation près avec la base échelonnée réduite de V (D).

La preuve de ce théorème repose en partie sur la méthode des dérivées logarithmiques
introduite par Ruppert [111]. Celle-ci est basée sur le fait que le premier groupe de coho-
mologie de de Rham du complémentaire de la courbe a�ne C = {f = 0} ⊂ K̄2 admet pour
base les dérivées logarithmiques des facteurs absolument irréductibles f̄1, . . . , f̄r de f :

H1(K̄2 \ C, K̄) =

〈
df̄1

f̄1
, . . . ,

f̄r
f̄r

〉
K̄
.

Toute l'idée est alors d'associer à γ ∈ V (D) une (classe de) 1-forme rationnelle fermée
ω ∈ H1(K̄2 \ C, K̄). L'égalité ci-dessus combinée à un argument galoisien assure alors que ω
est combinaison linéaire des dérivées logarithmiques des facteurs rationnels de f , impliquant
que γ est combinaison K-linéaire des γj .

Le Théorème 8 d'osculation et la Proposition 6 donnent des équations explicites du
sous-espace V (D) ⊂ V des diviseurs qui s'étendent à X. Combiné au théorème ci-dessus et
à l'égalité (1.3), cela conduit au corollaire suivant :
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Corollaire 1 [137, Thm 3] Les vecteurs (γ1, . . . , γs) forment la base échelonnée réduite du
noyau Ker(A) ⊂ V d'une matrice explicite A = (ap,m)p∈P,m∈M , où M est l'ensemble des
points entiers intérieurs au polytope 2Pf .

Notons que la résolution des recombinaisons par l'algèbre linéaire requiert des préci-
sions un peu plus élevées que la méthode des {0, 1}-combinaisons (Théorème 9) du fait de
l'inégalité

2div∞(f) ≥ div∞(f) + ∂X.

Il existe cependant des situations où la précision D = div∞(f)+∂X est su�sante pour une
réduction des recombinaisons à l'algèbre linéaire [137, Section 4.2]. Notons aussi que dans
le cas projectif, on retrouve les précisions 2 deg(f) et deg(f) + 1 qui apparaissent dans les
travaux [20, 85, 83, 34].

3.3.3.2 Complexité.

Une fois les recombinaisons résolues, on peut calculer les facteurs fj à partir de la
restriction de sa courbe γj = Cj ∩ D via l'algèbre linéaire [137, Prop.3]. Finalement, on
obtient une complexité polynomiale en le volume ∆ du polytope de Newton de f . On note
2 ≤ ω < 2, 5 l'exposant de multiplication des matrices (la dernière référence étant [142]).

Théorème 11 [137, Thm.1] Il existe un algorithme déterministe qui, étant donné f ∈
K[x, y] non dégénéré et dont le polytope contient le simplexe élémentaire, factorise f sur K
avec O(∆ω) opérations dans K modulo la factorisation univariée des polynômes de facettes
extérieures.

La �gure 3.2 donne un exemple pour lequel on gagne un facteur d = deg(f) comparé
aux approches classiques. Le lecteur trouvera un autre exemple détaillé dans [137, Section
3.5], incluant des �gures explicatives.

(n,n)

(2,0)(0,0)

 (0,2)

Figure 3.2 � Pour un tel polytope, les meilleurs algorithmes classiques [85] utilisent un
changement générique de coordonnées puis 1 factorisation univariée de degré 2n et O(nω+1)

opérations dans K. L'approche torique maintient l'aspect creux et réduit la complexité à 2

factorisations univariées de degré 2 et O(nω) opérations.

Remarque 3 Il est sous-entendu ici que nous utilisons le modèle de complexité RAM,
chargeant un coût constant pour chaque opération arithmétique dans K. Dans la suite, nous
utiliserons aussi au besoin la notation habituelle Õ(n) = O(n log(n)O(1)) pour exprimer
plus simplement nos résultats "à un facteur logarithmique près".



3.4. Factorisation via une �bre critique 47

D'autres algorithmes toriques. Mentionnons [9] où les auteurs véri�ent si une facto-
risation d'un polynôme de facette peut se relever en une factorisation rationnelle en tenant
compte de la géométrie du polygone de Newton. Mentionnons également [19] où les auteurs
calculent (vite) un automorphisme de Z2 qui rend le polytope de Newton de f "presque"
rectangulaire. Il n'y a alors plus qu'à appliquer les algorithmes "remontées et recombinai-
sons" classiques, conduisant à un algorithme en Õ(∆dω−1) où d = deg(f). Cependant, les
factorisations des polynômes de facettes ne sont pas prises en compte, et le nombre de
facteurs à recombiner reste supérieur à l'approche torique ci-dessus.

3.3.4 Ouverture : une meilleure complexité torique.

Si l'on spécialise notre algorithme au cas d'un polynôme dense, on retrouve essentiel-
lement l'algorithme de Lecerf [85]. Or ce dernier a une complexité de O(dω+1) tandis que
notre complexité se spécialise tristement en O(d2ω).

La di�érence avec l'approche classique réside dans le coût de la construction de la ma-
trice A sous-jacente aux recombinaisons (coût Õ(∆2), cf [137, Cor.1]) et dans le coût du
calcul des facteurs à partir de leurs développements de Taylor à l'in�ni torique, basé sur
la résolution "brute-force" d'un système linéaire [137, Prop.3] de complexité O(∆ω) [137,
Cor.2]. Concernant ce dernier point, le cas projectif classique requiert simplement un produit
multi-facteurs dans K[[x]][y] à une précision donnée, de complexité quasi-linéaire. Généra-
liser cette approche au cadre torique requiert de gérer en plus les recollements entre les
di�érentes cartes a�nes. Réussir à traiter ces tâches en temps quasi-linéaire Õ(∆) condui-
rait à une factorisation torique de complexité

Õ(∆rω−1) ⊂ O(dω+1)

où r est la somme des longueurs entières des arêtes extérieures du polytope N(f). On a
toujours r ≤ d, et bien souvent r << d, comme par exemple la �gure 3.2. Notons que les
enjeux sous-jacents d'interpolation bivariée rapide sont importants dans d'autres domaines
du calcul formel, en particulier en lien avec les calculs d'espaces de Riemann-Roch [3].

3.4 Factorisation via une �bre critique

Les algorithmes de factorisation basés sur la recombinaison rationnelle des facteurs ana-
lytiques dans K[[x]][y] supposent au préalable que f(0, y) est séparable, quitte à e�ectuer
un changement de variable x 7→ x + a adéquat (en supposant K de cardinal su�samment
grand). Dans [141], je me suis intéressé à ne plus e�ectuer ce changement de variable et
à travailler le long de la �bre x = 0 quand bien même f(0, y) n'est pas séparable. L'idée
sous-jacente est double :
• Ne plus perdre de temps à déterminer et e�ectuer un "bon" changement a�ne de

coordonnées f(x+ a, y).
• Pro�ter précisément de la présence de rami�cation a�n de faire baisser le nombre de

facteurs analytiques à recombiner, dans le même esprit que les approches toriques.

Recombinaisons. Nous pouvons supposer sereinement que f est séparable et primitif
dans K[x][y] (voir par exemple [84]). Considérons alors les factorisations irréductibles ra-
tionnelles et analytiques,

f = F1 · · ·Fr ∈ K[x, y] et f = F1 · · · Fs ∈ K[[x]][y]. (3.4)
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Le problème des recombinaisons consiste à calculer les vecteurs µi ∈ (0, 1)s tels que Fi =∏s
j=1 F

µij

j . En passant par la dérivée logarithmique par rapport à y, on obtient

F̂i∂yFi =

s∑
j=1

µijF̂j∂yFj

où F̂i = f/Fi et F̂j = f/Fj . On se ramène alors à un problème d'algèbre linéaire en
cherchant des combinaisons linéaires des F̂j∂yFj qui sont polynomiales en x de degré ≤ dx
[20, 83], ou via des techniques à base de "résidus constants" [85]. Dans [141], on généralise
ces méthodes au cas d'une �bre critique.

Factorisation rationnelle. Considérons l'entier N = N(F ) dé�ni par

N :=

⌊
max

(
valx Resy(Fi, F̂i∂yFi)

deg(Fi)
, i = 1, . . . , s

)⌋
,

où valx est la valuation x-adique. L'entier N est en quelque sorte une borne supérieure sur
la précision nécessaire pour "séparer" toutes les branches analytiques de f le long de la
droite x = 0.

Il suit de nos travaux (ultérieurs) avec Adrien Poteaux [108, 109] que l'on peut calculer les
facteurs analytiques Fi à précision N en temps quasi-linéaire, i.e. avec Õ(Ndy) opérations
dans K. Combiné avec [141, Thm.1], on peut énoncer aujourd'hui :

Théorème 12 Notons p = char(K) la caractéristique de K. Soit s le nombre de facteurs
analytiques de f et soit N comme ci-dessus. On peut factoriser f sur K avec :

• O(max(N, dx)dys
ω−1) opérations dans K si p = 0 ou p > dx(2dy − 1) ;

• O(kmax(N, dx)dys
ω−1) opérations dans Fp si K = Fpk .

Si f(0, y) est séparable de degré dy, on a N = 0. Notre algorithme se spécialise en celui
développé dans [85], de complexité O(dxdys

ω−1). En général, on a les inégalités

0 ≤ N ≤ valxDiscy(F )

dmin
≤ dx(2dy − 1)

dmin
,

où dmin := min{deg Fi , i = 1, . . . , s}. En particulier, N ∈ O(dxdy). Cette borne est mal-
heureusement atteinte dans certains cas. Par exemple, pour

f(x, y) := (y − xm)2 + yn ∈ Q[x, y],

avec n ≥ 3 impair, on a N = bdxdy/4c. Dans ce cas, on perd un facteur dy par rapport
à la complexité de [85]. Cependant, ces situations "extrémales" sont très particulières 1, et
il est plus fréquent en pratique de constater que N = O(dx), auquel cas on retrouve une
complexité sous-quadratique comparable à [85], mais avec des recombinaisons plus rapides
du fait que le nombre de facteurs à recombiner diminue en présence de rami�cation.

Une large classe de polynômes pour laquelle c'est le cas est celle des polynômes "non
dégénérés" le long de la �bre x = 0, i.e. pour lesquels pour tout a ∈ K̄ ∪∞, le polynôme
f(x+ a, y) est non dégénéré en (0, 0) (au sens de Kushnirenko), voir [141, Section 8].

1. Ce problème nous a poussé avec Denis Simon à étudier dans [125] les polynômes dont le discriminant
ont une valuation maximale au-dessus d'un point, nous y reviendrons plus tard.
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Une autre classe importante est celle des polynômes localement irréductibles, i.e. pour
lesquels valx Resy(Fj , F̂j) = 0 pour tout j : bien que la borne N puisse encore être de
l'ordre de dxdy, on peut montrer que les recombinaisons nécessitent une précision O(dx).

Le résultat suivant résume la situation pour ces cas spéci�ques :

Théorème 13 [141, Thm.2, Thm.3, Prop. 8.7] Soit s le nombre de facteurs irréductibles
dans K[[x]][y]. Supposons char(K) = 0 ou char(K) > dx(2dy − 1) pour simpli�er.

• On peut tester l'irréductibilité de f sur K avec O(dxdys
ω−1) opérations dans K.

• Si f est non dégénéré le long de la �bre x = 0, on peut factoriser f sur K avec
O(dxdys

ω−1) opérations dans K.
• Si f est localement irréductible le long de la �bre x = 0, on peut factoriser f sur K
avec Õ(dxd

2
y) +O(dxdys

ω−1) opérations dans K.

Dans chacun de ces cas, la complexité est inférieure ou égale à celle des approches clas-
siques [85], avec un gain dès lors que le nombre s de facteurs à recombiner est plus petit
que dans le cas séparable (ce qu'il est légitime d'espérer, en particulier en petite caractéris-
tique). Notons aussi que dans le cas critique, la factorisation de f(0, y) est remplacée par
des factorisations de facette univariées dont la somme des degrés est au plus dy.

Factorisation absolue. On peut montrer que l'on peut calculer le nombre de facteurs
absolument irréductibles (en particulier tester l'irréductibilité absolue) avec une précision
O(dx) en toutes circonstances, quand bien même la �bre est critique.

Théorème 14 [141, Thm. 5] Soit s̄ le nombre de facteurs irréductibles dans K[[x]][y].
Supposons char(K) = 0 ou char(K) > dx(2dy−1) pour simpli�er. On peut calculer le nombre
de facteurs absolument irréductibles de f (en particulier tester l'irréductibilité absolue) avec
O(dxdy s̄

ω−1) opérations dans K.

Ce résultat est à comparer à O(dω+1) dans [34, Prop. 12], où les auteurs se ramènent
au cas f(0, y) séparable de degré d = deg(f) par un changement a�ne de coordonnées. Il
y a alors exactement d ≥ dy facteurs analytiques absolus à recombiner. Travailler le long
d'une �bre "critique" permet de réduire ce nombre à

s̄ =

r∑
i=1

fi ≤ dy =

r∑
i=1

eifi ≤ d

avec les notations usuelles pour les degrés résiduels et la rami�cation. Des gains similaires
sont obtenus pour la factorisation absolue [141, Thm. 4]. L'approche "critique" dans le cas
absolu est avantageuse par rapport à l'approche "régulière" en théorie, et ce d'autant plus
que la rami�cation est élevée.

Exemple. Soient a, b deux entiers positifs et soit K de caractéristique zéro ou supérieure
à 2a+ b. Soit

f(x, y) = (ya + xb + yaxb)(xayb + 1)((y − 1)a + xb + xb(y − 1)a) ∈ K[x, y].

La courbe C ⊂ P1 × P1 dé�nie par f intersecte la droite x = 0 aux trois points
(0, 0), (0, 1), (0,∞). Il est facile de montrer que f est non dégénéré et localement irréduc-
tible en chacun de ces points. On a alors s = s̄ = 3, indépendamment du degré de f . Les
algorithmes sous-jacents aux deux théorèmes précédents requièrent seulement Õ(dxdy) opé-
rations sur K, à comparer aux complexités Õ(dxd

ω+1
y ) de [85] (cas rationnel) ou Õ(dω+1)

de [34] (cas absolu) inhérentes au choix d'une �bre régulière [34].
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Méthodes Z-modules. Nous explorons aussi dans [141, Section 4] des méthodes à base
d'élimination sur Z lorsque char(K) = 0. On montre que calculer des formes normales
d'Hermite permet de résoudre les recombinaisons avec une précision O(dx) pour des familles
plus larges de polynômes.

3.5 Factorisation vs désingularisation

Une courbe projective plane réductible est nécessairement singulière d'après le théorème
de Bezout. Cette observation évidente m'a poussé à étudier dans [140] les relations entre les
factorisation d'un polynôme f ∈ K[x, y] et la désingularisation de sa courbe projective C ⊂
P2. Je propose un nouvel algorithme de factorisation, méthode hybride entre [40] (calcul des
fonctions rationnelles localement constantes) et [83, 85, 34] (remontées et recombinaisons).

Recombinaisons. On supposera cette fois pour simpli�er que f(0, y) est séparable de
degré d = deg(f). Considérons alors les factorisations irréductibles sur K{

f(x, y) = F1(x, y) · · ·Fr(x, y)

f(0, y) = f1(y) · · · fs(y)

Les facteurs analytiques de f étant ici en bijection avec les facteurs de f(0, y) (lemme de
Hensel), le problème des recombinaisons introduit dans la Section 3.4 consiste à déterminer
les vecteurs µj ∈ (0, 1)s tels que Fi(0, y) =

∏s
j=1 f

µij

j .

L'idée cette fois est de calculer les µj non plus à partir des facteurs analytiques de f ,
mais à partir de la désingularisation de la courbe C de f . Cette étape franchie, le calcul des
facteurs rationnels se fait alors par remontée de Hensel, de complexité quasi-linéaire.

Géométrie. Soit C ⊂ P2
K la clôture de Zariski de la courbe a�ne f = 0 et soit

π : X → P2

une résolution faible plongée de C (la surface X étant obtenue par éclatement de P2). Une
telle résolution existe sur tout corps K (même non parfait), voir par exemple [77, Thm 1.43
et Chapitre 1.8]. Soit C ⊂ X la transformée stricte de C par π. Notons que du fait que C
est lisse, ses composantes irréductibles ne s'intersectent pas. Il en découle que

dimKH
0(OC) = r̄ (3.5)

où r̄ est le nombre de facteurs absolument irréductibles de f [140, Lem. 6].

Considérons l'intersection schématique Z = C∩L (réduite par hypothèse) avec la trans-
formée stricte L ⊂ X de la droite projective d'équation a�ne x = 0. L'application π induit
par hypothèse un isomorphisme

H0(OZ) ' K[x, y]

(x, f)
' K[y]

(f1)
⊕ · · · ⊕ K[y]

(fs)
. (3.6)

Combiné avec l'inclusion K ⊂ K[y]/(fj), on obtient une inclusion naturelle

Ks ⊂ H0(OZ).

D'un autre côté, l'inclusion Z ⊂ C induit un morphisme de restriction

α : H0(OC) ↪→ H0(OZ).

Le résultat suivant réduit les recombinaisons au calcul du conoyau de α :
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Lemme 3 [140, Lem.5] Les vecteurs (µ1, . . . , µr) forment la base échelonnée réduite (à
permutation près) du sous-espace vectoriel W := Ks ∩ Im(α) ⊂ Ks.

Résidus et dualité. Soit ωC le faisceau des 1-formes régulières sur C (faisceau dualisant
ou faisceau canonique) et soit ωC(Z) le faisceau des 1-formes rationnelles de diviseur polaire
borné par Z. Soit p ∈ C une place de C, soit Kp son corps résiduel et soit ψ ∈ ωC,p(Z).
Etant donnée une uniformisante t de C en p, il existe une unique série formelle h ∈ Kp[[t]]
telle que ψ = h(t)dt/t. On dé�nit alors le résidu de ψ en p par la formule

resp ψ := Trp (h(0)) ,

où Trp : Kp → K est l'application trace. Cette dé�nition ne dépend pas du choix de
l'uniformisante [121], et généralise le résidu de Grothendieck sur C introduit en Section
1.5.1.2. Le théorème de dualité locale 2 induit la suite exacte courte

0→ ωC → ωC(Z)
Res→ ωZ → 0

où Res|U (ψ) est dé�ni localement comme la somme des résidus de ψ sur U , réalisation de la
formule d'adjonction [86, Thm 9.1.39]. La suite cohomologique duale sous-jacente combinée
à la dualité de Serre induit le résultat clé suivant, établissant le lien entre factorisation et
désingularisation :

Proposition 7 On a une suite exacte de K-espaces vectoriels

0 −→ H0(OC)
α−→ H0(OZ)

R−→ H0(ωC(Z))∨
β−→ H0(ωC)∨ −→ 0

où ∨ désigne l'espace dual et où l'application R associe à ν la forme linéaire

Rν : ψ 7−→
∑
p∈C

resp(νψ).

En particulier, dimH0(ωC(Z)) = g + d− r̄ où g est le genre géométrique de C (somme des
genres des composantes absolument irréductibles).

On notera que l'inclusion Im(α) ⊂ ker(R) découle du théorème des résidus 3 qui assure
que ∑

p∈Cj

respψ = 0

pour tout composante Cj de C, cf [129, Thm 3]. L'égalité dimH0(ωC(Z)) = g + d − r̄

est un avatar du théorème de Riemann-Roch pour les courbes réductibles sur un corps K
quelconque [86, Thm 7.3.26].

Espaces de Riemann-Roch et polynômes adjoints. Une courbe H ⊂ P2
K est dite

adjointe à C si elle s'annule avec multiplicitém−1 en chaque singularité de C de multiplicité
m (incluant les singularités in�niment proches, cf [140, Def. 11]). Notons Adj(n) ⊂ K[x, y] le
K-espace vectoriel des polynômes adjoints de f de degrés ≤ n, i.e. dé�nissant les équations
a�nes des courbes adjointes à C de degré n. On a pour tout k ∈ Z un isomorphisme [140,
Prop. 12]

Adj(d− 3 + k)
'−→ H0(ωC(kZ))

h 7−→ π∗
(

hdx
xn∂yh

)
|C
.

(3.7)

2. Analogue à (1.8), mais sur une courbe dé�nie sur un corps quelconque
3. Généralisation du théorème des résidus sur C, cf Section 1.5.1.3
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Résolution des recombinaisons. Notons alors A ⊂ K[y] le sous-espace vectoriel des
polynômes adjoints de degrés d− 2 évalués en x = 0 :

A := {h(0, y), h ∈ Adj(d− 2)} ⊂ K[y],

On a dimA = d− r̄ d'après [140, Cor.14]. Considérons alors l'application linéaire T : ks →
A∨ qui à ν = (ν1, . . . , νs) ∈ Ks associe la forme linéaire T (ν) : A→ K dé�nie par

T (ν) : h 7−→
s∑
i=1

νi Tri

(
h(0, y)

∂yf(0, y)

)
,

où Tri : K[y]/(fi) → K est l'application trace. Les isomorphismes (3.7) combinés avec la
Proposition 7 et le Lemme 3 conduisent au résultat suivant :

Théorème 15 [140, Cor.16] La famille (µ1, . . . , µr) est à permutation près la base éche-
lonnée réduite de ker(T ).

Une fois une base de A calculée, la matrice sous-jacente de l'application T est de taille
(d − r̄) × s et de rang d − r d'après (3.5), (3.7) et la Proposition 7. La matrice est donc
de taille quasi-optimale (i.e. linéaire en d) pour résoudre les recombinaisons. Une fois les
vecteurs µj calculés, on calcule les facteurs Fj de f associés par remontée de Hensel multi-
facteurs. Il en découle un algorithme de factorisation, que le lecteur trouvera détaillé sur
deux exemples dans [140, Section 7] :

Corollaire 2 [140, Thm.1] Etant donnée une base du sous-espace A ⊂ K[y] et étant donnée
la factorisation de f(0, y), on peut factoriser f sur K avec O(dω) opérations dans K.

Factorisation absolue. Une variante de l'application linéaire T inspirée de [34, Prop.4]
permet également de résoudre les recombinaisons dans le cas de la factorisation absolue
(cf [140, Cor.18 et Lem.21]), la matrice sous-jacente étant dans ce cas une matrice de
taille optimale (d− r̄)× d. En particulier, f est absolument irréductible si et seulement si
dimA = d − 1. Il en découle un algorithme de factorisation absolue, voir [140, Thm.2 et
Thm.3] ainsi que [140, Section 7] pour des exemples détaillés.

Le cas f(0, y) non séparable. La même stratégie s'applique quand la �bre x = 0 est
critique. Les inconnues sont cette fois en bijection avec les places p1, . . . , ps ∈ C (rationnelles
ou absolues, en fonction de la factorisation recherchée) supportées sur |C ∩ L|. La forme
linéaire T (ν) se calcule selon la formule [140, Prop.25]

h 7−→
r∑
i=1

νi respi

(
π∗
(
h(0, y)dy

f(0, y)

))
,

formule qui devient explicite dès lors que l'on connaît des uniformisantes de C en les places
considérées (par exemple via les paramétrisations de Puiseux). Notons que le cas où f est
localement irréductible le long de la droite x = 0 se traite directement sans passer par la
désingularisation, voir [140, Section 8] pour un exemple illustratif. Il découle de nos travaux
ultérieurs [108] sur les séries de Puiseux que l'algorithme sous-jacent est de complexité
O(dω) + Õ(dδ) modulo le calcul d'une base de A, où δ est la valuation en x du discriminant
de f . Une fois de plus, l'avantage comparé au cas d'une �bre régulière est d'avoir moins de
facteurs analytiques à recombiner en présence de rami�cation.
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3.5.1 Ouverture : calcul des adjoints modulo (x).

L'approche "désingularisation" requiert de calculer une base de A en temps raisonnable.
La complexité de cette tâche dépend du degré du diviseur adjoint A ∈ Div(C) (cf [3, Section
3.2] pour une dé�nition concrète basée sur les séries de Puiseux). Ce degré, que nous noterons
σ, véri�e

σ =
∑

p∈Sing(C)

mp(mp − 1)

où la somme porte sur les points singuliers (incluant les points in�nitésimaux) de C, et où
mp désigne la multiplicité de C en p. Il est lié aux invariants globaux de C par la formule
du genre

σ =
(d− 1)(d− 2)

2
− g + (r̄ − 1).

On a donc 0 ≤ σ ≤ (d − 1)(d − 2)/2 et σ est d'autant plus petit que la courbe est peu
singulière. Expliquons brièvement comment calculer une base de A en s'appuyant sur les
travaux récents [4, 5, 3] concernant le calcul des espaces de Riemann-Roch via la théorie
des K[x]-modules. On suppose ici que K est de caractéristique zéro ou > d.

• Une représentation adéquate du diviseur adjoint A se calcule en Õ(d3) opérations
grâce au calcul rapide des séries de Puiseux [108] 4.

• En supposant la courbe C en position "générale" 5, une base de Popov duK[x]-module
des polynômes adjoints de y-degrés < d se déduit de A en temps Õ(dω + dω−1σ) ⊂
Õ(dω+1) si les singularités sont ordinaires [5, Lem.7.4] et en temps Õ(σωdd/σe) ⊂
Õ(d2ω) dans le cas de singularités quelconques [3, Thm. 6.4].

• Un dernier point clé, que la rédaction de ce mémoire m'a permis de remarquer, est
qu'étant donnée une base de Popov comme ci-dessus, on peut calculer une base de
A en temps O(dω) (découle de [3, Prop 6.3] ou [69, Thm. 1.5]).

Il semble ainsi se dessiner dans le cas de singularités ordinaires un algorithme de facto-
risation de complexité totale

Õ(d3 + dω−1σ) ⊂ Õ(dω+1) (3.8)

sous-quadratique en la taille de l'entrée. Cette complexité améliore celle des algorithmes
classiques remontées et recombinaisons, et ce d'autant plus que le genre de C est élevé, ou
de manière équivalente, d'autant plus que la courbe C est peu singulière (le cas extrême d'une
courbe lisse se traitant en Õ(d3)). Notons de plus que l'on peut réduire σ en négligeant les
singularités en lesquelles C est localement irréductible [140, Section 9]. Il serait intéressant
de coder un tel algorithme a�n de faire des tests expérimentaux comparatifs.

Dans le cas de singularités quelconques, cela reste un challenge d'atteindre la complexité
(3.8), voir [3, Section 7.7] pour une ouverture à ce propos. Quand bien même la complexité
théorique serait compétitive, la di�cile mise en oeuvre de [108] (séries de Puiseux) et [3]
(Riemann-Roch) laisse douter d'un avantage pratique à passer par ces sous-algorithmes pour
factoriser. Tout n'est pas perdu pour autant ! Il existe d'autres approches locales-globales
prometteuses (d'un point de vue théorique et expérimental), basées sur la version rapide de
l'algorithme de Montes [109] et les bases intégrales [69, 64], cf ouverture 4.3.1.

Bien entendu, l'enjeu d'un calcul rapide des polynômes adjoints concerne plus géné-
ralement le calcul des espaces de Riemann-Roch et dépasse très largement le cadre de la
factorisation.

4. L'algorithme est Las-Vegas probabiliste dû à des calculs d'éléments primitifs, mais il découle de [109]
un algorithme déterministe de complexité O(d3+o(1)) basé sur l'évaluation dynamique [70].

5. Une position générale s'atteint avec un algorithme probabiliste de complexité Õ(d3) dès lors que K
est de cardinal su�samment élevé, cf [3].
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3.6 Polynômes de petits discriminants

En arrivant au LMNO, l'ordinateur de mon collègue et cobureau Denis Simon turbinait
pour chercher des polynômes dans Z[y] de petit discriminant [124]. De mon côté, j'étudiais
des méthodes de factorisation K[x][y] dont la complexité dépendait des valuations du dis-
criminant en les di�érentes places de K[x], comme nous l'avons vu en Section 3.4, et comme
nous le verrons dans le chapitre suivant.

Ces considérations nous ont encouragés à déterminer une borne inférieure pour le degré
en x du discriminant d'un polynôme f ∈ K[x][y] et à caractériser les polynômes dont le
discriminant atteint cette borne. Dans une certaine mesure, nos résultats valident sur K[x]

l'analogue d'une conjecture de Denis sur Z. On s'est penché également sur la réduction de
ces polynômes de discriminants "minimaux" sous l'action de Aut(A2) et GL2(K[x]). Nos
résultats sont publiés dans [125].

Bornes inférieures. Dans ce qui suit K est supposé algébriquement clos de caractéris-
tique nulle. Le discriminant par rapport à y d'un polynôme f ∈ K[x, y] est dé�ni par

Discy(f) :=
(−1)dy(dy−1)/2

lcy(f)
Resy(f, ∂yf) ∈ K[x].

Nous dirons que f est primitif s'il n'a pas de facteurs dans K[x], et unitaire si son coe�cient
dominant lcy(f) relativement à y est constant. Le résultat suivant résume les principales
bornes obtenues :

Théorème 16 Soit f ∈ K[x, y] primitif et sans facteurs carrés.

1. [125, Thm.1.7] On a une borne inférieure uniforme

degx Discy(f) ≥
⌈dy − 1

2

⌉
,

et il y a une classi�cation complète des polynômes pour lesquels il y a égalité.

2. [125, Thm.1.2] Soit r le nombre de facteurs irréductibles de f . On a

degx Discy(f) ≥ dy − r.

Si f est unitaire, il y a égalité si et seulement s'il existe un automorphisme polynomial
σ ∈ Aut(A2) tel que f ◦ σ ∈ K[y], avec f ◦ σ séparable de degré r.

3. [125, Thm.1.3] Supposons f irréductible et soit g le genre de la courbe f = 0. On a

degx Discy(f) ≥ 2g + dy − 1,

avec égalité si et seulement si la courbe C ⊂ P1×P1 de f a une unique place au-dessus
de x =∞ et est lisse en dehors de cette place.

Réduction des polynômes minimaux. On dira qu'un polynôme f est minimal s'il est
irréductible et s'il atteint la borne inférieure

degx Discy(f) = dy − 1

prévue par les points 2 ou 3.

• Si f est unitaire, il découle du point 2 que f est minimal si et seulement s'il existe
un automorphisme σ ∈ Aut(A2) tel que f ◦ σ = y. Ceci équivaut au fait que f est un
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polynôme coordonnée, i.e qu'il existe un polynôme g tel que K[x, y] = K[g, f ]. De plus, on
peut calculer récursivement σ via le polytope de Newton de f . La preuve découle du point
3 combiné au fameux "embedding line theorem" de Abhyankar et Moh [8] qui assure que
la courbe a�ne f = 0 est rationnelle lisse avec une seule place à l'in�ni si et seulement si
f est un polynôme coordonnée, un résultat profond, lié à la célèbre conjecture du jacobien.
Une conséquence surprenante est que dans le cas unitaire, la minimalité par rapport à
y équivaut à la minimalité par rapport à x (voir [125, Appendice A] pour des résultats
analogues partiels dans le cas non unitaires).

• Dans le cas non unitaire, l'action de Aut(A2) ne préserve plus la minimalité et la
classi�cation des polynômes minimaux est plus délicate (au-delà de la caractérisation géo-
métrique donnée par le point 3). Une approche naturelle pour réduire ces polynômes est de
considérer l'action du groupe G = GL2(K[x]) sur K[x, y] dé�nie par(

a b

c d

)
(f) = (c+ dy)dyf

(
x,
a+ by

c+ dy

)
, (3.9)

qui a la propriété de préserver la minimalité (cf [125, Section 2.4] pour les détails). Il est
alors légitime de se demander si tout polynôme minimal non unitaire est G-équivalent
à un polynôme minimal unitaire (donc à un polynôme coordonnée), complétant ainsi la
classi�cation des polynômes minimaux. Un résultat dans cette direction est [125, Thm
4.3] qui o�re une caractérisation combinatoire des polynômes G-réduits via le polygone de
Newton. Il en découle le résultat partiel suivant :

Théorème 17 [125, Thm.1.6] Tout polynôme minimal dont le degré dy est premier est
G-équivalent à un polynôme coordonnée.

La preuve est élégante : on plonge la courbe de f dans une surface torique projective
adaptée, et la théorie de l'intersection torique impose des contraintes de divisibilité qui
assurent par récurrence que f est G-équivalent à un polynôme unitaire minimal, cf [125,
Thm 4.14].

Mais en s'appuyant sur [125, Thm 4.3] et sur des longs calculs sur ordinateur, le verdict
tombe : il existe des polynômes minimaux non G-équivalents à des polynômes coordonnées.

Théorème 18 [125, Thm.1.5] Pour tout λ ∈ K×, le polynôme

f(x, y) = x(x− y2)2 − 2λy(x− y2) + λ2

est minimal mais n'est pas G-équivalent à un polynôme coordonnée.

La recherche exhaustive de contre-exemples par ordinateur est fastidieuse (voir [125,
Appendice B] pour une discussion sur ce point), et nous n'avons pas réussi à en exhiber
d'autres que ceux donnés par les G-orbites des polynômes f ci-dessus.

3.6.1 Ouverture.

Les groupes GL2(K[x]) et Aut(A2) sont des sous-groupes du groupe de Cremona Bir(A2)

des transformations birationnelles du plan. Quand bien même l'action de ce groupe ne
préserve pas la minimalité, il préserve certaines propriétés géométriques des polynômes
minimaux (la rationalité par exemple), et il est alors légitime de se demander :

Question : Tout polynôme minimal est-il Cremona-équivalent à un polynôme coordonnée ?

Ce problème est dans l'esprit de la Conjecture de Coolidge-Nagata pour les courbes
unicuspidales de P1 × P1, prouvée récemment par Koras et Palka [78]. On répond par
l'a�rmative pour la famille de contre-exemples ci-dessus [125, Prop.4.11], mais la question
reste ouverte dans le cas général.
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4.1 Introduction

La factorisation des polynômes à coe�cients dans un anneau complet de valuation dis-
crète est un problème fondamental du calcul formel. C'est en particulier une brique élémen-
taire essentielle pour résoudre diverses tâches plus élaborées dans les corps de nombres et
les corps de fonctions (calcul des places et de leurs uniformisantes, factorisation des idéaux,
bases intégrales, groupes de Galois, calcul du genre, espaces de Riemann-Roch, arithmétique
dans les jacobiennes ou dans les groupes de classes d'idéaux, etc.).

Ce chapitre présente mes contributions les plus signi�catives sur ce sujet. La section 4.2
aborde le calcul rapide des séries de Puiseux et ses applications. La section 4.3 aborde la
factorisation rapide sur un corps local et en�n la section 4.4 aborde la factorisation sur un
anneau hensélien muni d'une valuation non nécessairement discrète de rang un.

Calcul du coût. Nous utiliserons à nouveau le modèle de complexité RAM, chargeant un
coût constant pour chaque opération arithmétique élémentaire dans le corps spéci�é (qui
sera essentiellement le corps résiduel). On utilise la notation Õ(n) = O(n log(n)O(1)) pour
ne pas tenir compte des facteurs logarithmiques.

4.2 Le cas des séries formelles.

La factorisation d'un polynôme à coe�cients dans un anneau de série formelle est étroi-
tement lié au calcul des séries de Puiseux. Ces dernières interviennent dans des problèmes
variés d'algorithmique des courbes planes. En particulier, elles permettent de calculer les
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paramétrisations rationnelles locales d'une courbe plane (dé�nition 1), o�rant une repré-
sentation très pratique des places d'un corps de fonctions. En collaboration avec Adrien
Poteaux, et à la suite de ses travaux avec Marc Rybowic (cf [106] et références), nous avons
résolu le problème du calcul déterministe de la partie singulière des séries de Puiseux en
temps quasi-optimal en la taille de la sortie [108], et par là même résolu le problème de
la factorisation sur K[[t]][x] en temps quasi-linéaire. Une conséquence remarquable est le
calcul du genre d'une courbe plane de degré d en temps Õ(d3).

4.2.1 Séries de Puiseux

Soit K un corps de caractéristique nulle. Le célèbre théorème de Newton-Puiseux assure
que le corps des séries de Puiseux

K{{t}} :=
⋃
e∈N

K((t1/e))

est un corps algébriquement clos. En particulier, tout polynôme f ∈ K((t))[x] séparable
de degré d en x admet d racines distinctes dans K{{t}}. Ce dernier point reste valable en
caractéristique positive dès lors que l'on suppose char(K) > d.

Séries de Puiseux et factorisation. Les séries de Puiseux sont ainsi intimement liées
à la factorisation dans K((t))[x]. Elles peuvent être regroupées en fonction de l'extension
de corps qu'elles engendrent. Plus précisément, on peut distinguer trois niveaux de factori-
sations :

f =

ρ∏
i=1

Fi avec Fi irréductible dans K((t))[x]

Fi =

fi∏
j=1

Fij avec Fij irréductible dans K((t))[x]

Fij =

ei−1∏
k=0

(
x− Sij(t1/eiζkei)

)
avec Sij ∈ K((t))

où ζei ∈ K est une racine primitive ei-ème de l'unité. Les racines de f sont alors les séries
de Puiseux

Sijk(x) = Sij(t
1/eiζkei) ∈ K((t1/ei)).

Soit S = Sijk une telle série de Puiseux de f .

• L'entier ei est l'indice de rami�cation de la série S.

• L'entier fi est le degré résiduel de la série S, égal au degré de l'extension résiduelle
Ki de K engendrée par les coe�cients des facteurs Fij .

• L'indice de régularité de la série S est le plus petit entier ri tel que toutes les séries
de f tronquées avec précisions ri/ei soient deux à deux distinctes.

Les entiers ei et fi ne dépendent que du facteur analytique Fi et véri�ent l'égalité∑ρ
i=1 eifi = d. L'entier ri dépend de Fi et de ses multiplicités d'intersections avec les

cofacteurs Fj .
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Paramétrisations rationnelles. A bien des égards, en particulier d'un point de vue
calculatoire, il est préférable de déterminer plutôt les paramétrisations sous-jacentes aux
séries de Puiseux, que l'on cherche à coe�cients dans une extension minimale de K. Ces
considérations conduisent à la dé�nition suivante, introduite par Duval [40] :

Dé�nition 1 Un système de paramétrisations rationnelles locales de f au-dessus de 0 est
la donnée d'une famille {Ri}i=1,...,ρ telle que

Ri(t) = (γit
ei , Si(t)) ∈ Ki((t))2

et véri�ant Fi(γitei , Si(t)) ≡ 0. La partie singulière de la paramétrisation Ri est sa tronca-
tion à précision ri.

Les paramétrisations rationnelles sont donc dé�nies sur Ki, et il est facile de montrer
que c'est la plus petite extension de K possible. Un tel système de paramétrisations existe
toujours [40] et on peut alors en déduire aisément les séries de Puiseux de f . La di�culté
du calcul concerne la partie singulière, le reste des coe�cients pouvant alors s'obtenir par
itération de Newton quadratique.

Représentations résiduelles. A�n de s'a�ranchir des factorisations univariées poten-
tiellement coûteuses, on peut considérer plus généralement des paramétrisations dé�nies sur
des produits de corps (anneaux non intègres), en s'appuyant sur le principe de l'évaluation
dynamique (voir [108, Def.18]) a�n de tenir compte des potentiels diviseurs de zéros. Les
paramétrisations rationnelles sur un corps s'en déduisent par restes chinois. A�n d'énoncer
des résultats déterministes, on supposera dans ce qui suit que Ki est une K-algèbre dé�nie
par un idéal triangulaire zéro-dimensionnel multivarié, en contraste de [108] où nous cal-
culons des représentations primitives via une procédure probabiliste Las-Vegas. Le faible
prix à payer est de remplacer les complexités probabilistes Õ(n) de [108] par les complexité
déterministes O(n1+o(1)) inhérentes à l'évaluation dynamique rapide dans les algèbres tri-
angulaires [70].

Résultat principal. Nous assumerons que K est un corps e�ectif, i.e. qu'il supporte
le test d'égalité et les opérations arithmétiques élémentaires. Soit f ∈ K[[t]][x] séparable,
primitif de degré d. On notera δ la valuation en t du discriminant de f (plus 1 pour être
rigoureux).

Théorème 19 [108, Thm.1] Si char(K) = 0 ou char(K) > d, on peut calculer la partie
singulière d'un système de paramétrisations rationnelles locales de f au-dessus de 0 avec
au plus O(δ d1+o(1)) opérations sur K.

L'algorithme est une variante de l'algorithme de Duval [40], qui est lui même une variante
rationnelle de l'algorithme originel de Newton-Puiseux : on applique récursivement à f des
transformations monomiales et des shifts sur x déterminés respectivement par les pentes
du polytope de Newton et les racines des polynômes de facettes. L'algorithme de Duval a
été amélioré dans une importante série de papiers par Poteaux et Rybowic, culminant dans
[106] avec une complexité Õ(δd2). Notre résultat améliore encore d'un facteur d ce résultat,
conduisant à une complexité quasi-linéaire en la taille de la sortie dès lors que l'on travaille
à précision δ. Outre l'évaluation dynamique, un ingrédient clé est de montrer qu'une petite
précision O(δ/d) permet de calculer "la moitié" des séries de Puiseux. Combiné à un lemme
de Hensel généralisé, on met ainsi en place une stratégie diviser pour régner.
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4.2.2 Applications.

Les séries de Puiseux sont des ingrédients fondamentaux pour de nombreuses tâches
concernant l'algorithmique des courbes planes. Mentionnons tout de suite quelques unes
des applications immédiates du théorème 19.

Factorisation analytique. Une première application est la résolution de notre problème
initial, i.e un algorithme de factorisation dans K[[t]][x] à précision N ≥ δ de complexité
quasi-optimale.

Théorème 20 [108, Thm.3] Soit f ∈ K[[t]][x] séparable de degré d tel que char(K) = 0 ou
char(K) > d. On peut calculer les facteurs irréductibles de f à une précision donnée N ∈ N
avec au plus

O(dN + δd1+o(1))

opérations dans K, plus des factorisations univariées dont la somme des degrés est ≤ d.

Nous avons vu en Section 3.4 une conséquence immédiate du théorème 20 sur la facto-
risation bivariée via l'utilisation d'une �bre critique (voir aussi [141]).

Désingularisation. On peut appliquer nos résultats pour calculer les séries de Puiseux
d'un polynôme f ∈ K[t, x] au-dessus de tout point critique t0 (i.e. au-dessus de toute racine
du discriminant). On obtient le résultat important suivant :

Théorème 21 [108, Thm.2] Soit f ∈ K[t, x] de bidegré (n, d), sans facteurs carrés et tel
que char(K) = 0 ou char(K) > d. On peut calculer les paramétrisations rationnelles locales
de f au-dessus de tous les points critiques avec O(nd2+o(1)) opérations dans K.

On renvoie à [108, Section 6] pour le détail des représentations des paramétrisations en
évaluation dynamique.

Calcul du genre. Il découle du théorème 21 et de la formule de Riemann-Hurwitz le
résultat suivant :

Corollaire 3 [108, Cor.1.1] Il existe un algorithme déterministe qui calcule le genre géo-
métrique d'une courbe algébrique plane de degré d dé�nie sur un corps K de caractéristique
nulle ou > d avec O(d3+o(1)) opérations dans K.

Ce résultat améliore drastiquement [13, Thm.3.6 et Rem.3.8]. Cette complexité est opti-
male dans l'état actuel des connaissances, dans le sens où améliorer cette borne demanderait
d'améliorer la complexité d'opérations arithmétiques fondamentales, comme le calcul du ré-
sultant de deux polynômes bivariés de degré d, de complexité Õ(d3). Combiné à des procédés
de bonnes réductions modulo des idéaux premiers, il découle du corollaire 3 de très bonnes
complexités binaires probabilistes pour le calcul du genre d'une courbe plane dé�nie sur un
corps de nombre [108, Cor.1.2 et Cor.1.3].

Bases intégrales. Les séries de Puiseux interviennent dans le calcul des bases intégrales
d'un corps de fonction [130, 22, 2] et le théorème 19 a permis d'améliorer récemment la
complexité algorithmique de cette tâche : en combinant nos résultats avec l'algorithme de
Böhm et. al [22], Abelard montre dans [2] que le calcul d'une base intégrale du corps de
fonction d'une courbe plane de degré d peut s'e�ectuer en temps O(d4+o(1)). C'est à notre
connaissance la meilleure complexité à ce jour (cependant, des résultats récents laissent
espérer pouvoir faire mieux, cf ouverture 4.3.1).
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Espaces de Riemann-Roch. Les espaces de Riemann-Roch interviennent dans des do-
maines variés du calcul formel tels que la factorisation bivariée (section 3.5), les calculs dans
les jacobiennes [71, 75], la paramétrisation des courbes rationnelles [131] ou encore les codes
correcteurs de Goppa [52] pour ne citer que quelques exemples. Dans [3], les auteurs cal-
culent les espaces de Riemann-Roch en se basant sur le calcul rapide des paramétrisations
rationnelles locales a�n de représenter les places d'un corps de fonction et de manipuler e�-
cacement les diviseurs d'une courbe algébrique plane : le théorème 19 assure que le coût du
calcul de ces places est maintenant négligeable dans le calcul des espaces de Riemann-Roch.

4.2.3 Irréductibilité et type d'équisingularité.

Il suit de [108, Prop.3.18] qu'il su�t de travailler à précision O(δ/d) pour détecter
l'irréductibilité d'un polynôme séparable f ∈ K[[t]][x], ce qui laisse espérer un test d'irré-
ductibilité de complexité O(δ1+o(1)) (donc quasi-linéaire en la taille de l'entrée en suppo-
sant f ∈ K[t][x]). Malheureusement, notre algorithme à la Puiseux induit une complexité
O(δd1+o(1)) [108, Thm.4] et on peut montrer que cette borne est potentiellement atteinte
du fait de la taille des polynômes intermédiaires utilisés lors des diverses transformations
de Newton-Puiseux [108, Exemple 9].

Racines approchées. Dans [110], on introduit une nouvelle approche inspirée du test
d'irréductibilité de Abhyankhar [7, 6] pour les germes de courbes planes sur C. Ce concept
est basé sur la notion fondamentale de racine approchée.

Dé�nition 2 Soit A un anneau et soit f ∈ A[x] unitaire de degré d. Pour tout entier N
divisant d et inversible dans A, il existe un unique polynôme unitaire ψ ∈ A[x] de degré
d/N tel que deg

(
F − ψN

)
< d − d

N . Le polynôme ψ est la racine approchée N -ème de f ,
notée ψ = N

√
f .

Une dé�nition équivalente plus parlante est que le développement ψ-adique de f n'ait
pas de termes de degré N − 1, i.e qu'il s'écrive

f = ψN + aN−2ψ
N−2 + · · ·+ a1ψ + a0.

Abhyankhar a mis en valeur les racines approchées dans l'étude des germes complexes,
en montrant qu'elles constituent des polynômes clés à la MacLane [7]. En particulier, le
semi-groupe des multiplicités d'intersection d'un germe complexe irréductible f ∈ C[[x, y]]

est minimalement engendré par les multiplicités d'intersections avec des racines approchées
ψ0, . . . , ψg de degrés convenables, caractérisant ainsi le type topologique. On renvoie le
lecteur au survey [105] pour plus de détails dans le cas complexe.

Un test d'irréductibilité quasi-optimal. L'utilisation des racines approchées permet
de démontrer le résultat suivant :

Théorème 22 [110, Thm.1.2] On peut tester l'irréductibilité d'un polynôme de Weierstrass
f ∈ K[[t]][x] de degré premier à char(K) avec O(δ1+o(1)) opérations dans K.

L'algorithme se déroule ainsi. On calcule récursivement une séquence de racines appro-
chées ψ0, . . . , ψk de f de degré strictement croissants N0 = 1 < N1 < · · · < Nk. On calcule
alors le développement (ψ0, . . . , ψk)-adique de f , à partir duquel on construit un polygone
de Newton généralisé de f . On montre que ce polygone coïncide (à une translation près)
avec le polygone d'une certaine transformée de Newton-Puiseux de f . Si le polygone a plu-
sieurs arêtes alors f est réductible. Sinon, on calcule un polynôme résiduel associé à l'unique
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arête (via une formule récursive). Si ce polynôme a plusieurs facteurs irréductibles, alors
f est réductible. Sinon, on déduit le degré Nk+1 de la prochaine racine approchée ψk+1 à
calculer et on procède récursivement. Le polynôme f est irréductible si et seulement si on
atteint Ng = 1 après un certain nombre g d'étapes.

Outre sa complexité, l'algorithme est plus simple à mettre en oeuvre que les algorithmes
type Newton-Puiseux, en ce sens que l'essentiel des opérations élémentaires consiste en des
divisions euclidiennes ne faisant pas intervenir d'extension algébrique de K.

Si f est irréductible, la suite ψ0, ψ1, . . . , ψg permet de retrouver la plupart des quantités
numériques attachées à la singularité locale (C, 0) ⊂ (A2

K, 0) dé�nie par f = 0 (degré
résiduel, indice de rami�cation, valuation du discriminant, générateurs minimaux du semi-
groupe, nombre de Milnor, type topologique).

Type d'équisingularité. Le type d'équisingularité d'un germe (C, 0) ⊂ (A2
K, 0) est carac-

térisé par les exposants caractéristiques de Puiseux de chaque branche et par les multiplicités
d'intersection entre les branches. Cette notion, introduite par Zariski [146] (généralisée en
caractéristique positive dans [23]) est fondamentale en théorie des singularités et en théorie
des déformations [56, 24], en particulier du fait du théorème de Zariski qui assure que deux
germes complexes sont topologiquement équivalents si et seulement s'ils ont même type
d'équisingularité.

Il découle des résultats ci-dessus que le type d'équisingularité d'un germe de courbe se
calcule en temps O(dδ1+o(1)) dans le cas réductible (théorème 19) et O(δ1+o(1)) dans le
cas irréductible (théorème 22). En apportant de légères modi�cations à l'algorithme sous-
jacent, et en utilisant l'évaluation dynamique, on montre dans [107] que l'on peut étendre la
complexité O(δ1+o(1)) aux germes pseudo-irréductibles, dé�nis comme les germes de courbes
dont les branches sont équisingulières et ont mêmes ensembles d'intersection [107, Def.1].
On donne de plus une caractérisation algorithmique (explicite) précise des germes pseudo-
irréductibles [107, Thm.2], qui assure en particulier un test de pseudo-irréductibilité de
complexité quasi-optimale basé sur les racines approchées. La preuve repose sur une analyse
détaillée des monômes caractéristiques des paramétrisations rationnelles locales.

4.2.4 Ouvertures

1. Calcul des coe�cients des séries de Puiseux. L'algorithme du théorème 22 per-
met seulement de déterminer les termes caractéristiques de la paramétrisation locale, termes
pour lesquels on découvre un facteur non trivial du degré résiduel ou de l'indice de rami�-
cation (voir [107]). Mais peut-on calculer tous les coe�cients de la partie singulière d'une
paramétrisation rationnelle locale d'un polynôme irréductible de K[[t]][x] avec la même
complexité quasi-optimale O(δ1+o(1)) ?

2. Séries de Puiseux multivariées. Soit f ∈ K(t1, . . . , tn)[x]. Si K est de caractéristique
zéro, les racines de f peuvent à nouveau se calculer comme des séries de Puiseux multi-
variées dont les exposants peuvent être choisis dans un cône rationnel polyhédral convexe
de Rn (travaux de MacDonald [89]). En s'inspirant du cas univarié, on cherche à dé�nir
puis calculer des représentations rationnelles de ces séries de Puiseux, le but étant de main-
tenir les calculs dans des extensions minimales de K a�n d'obtenir des bonnes bornes de
complexités et d'extraire des données arithmétiques signi�catives. Ce problème est étroite-
ment lié à nos travaux récents [10] sur la factorisation sur les anneaux de valuations non
discrètes (ouvertue 4.4.1), l'idée étant de considérer le complété de K(t1, . . . , tn) pour une
valuation non discrète de rang un du type v(ti11 · · · tinn ) =

∑n
k=1 ikλk où λ1, . . . , λn ∈ R
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sont Q-linéairement indépendants. Calculer les coe�cients des séries de Puiseux multiva-
riées rationnelles dépasse toutefois le problème de la factorisation sur ce complété. Ceci
est un travail en cours, en collaboration avec Jose Cano, Sebastian Falkensteiner et Adrien
Poteaux,

4.3 Anneaux de valuation discrète complets

Toujours en collaboration avec Adrien Poteaux, nous avons cherché à généraliser dans
un travail récent [109] le théorème 20 de factorisation locale rapide au cas d'un polynôme
f ∈ A[x] à coe�cients dans un anneau de valuation discrète complet quelconque (A, v). Les
exemples typiques sont bien sûr :

• L'anneau A = Zp des entiers p-adiques (muni de la valuation p-adique, de corps
résiduel Fp) ;

• L'anneau A = K[[t]] des séries formelles (muni de la valuation t-adique, de corps
résiduel K), comme considéré dans la section précédente mais sans hypothèses sur
la caractéristique résiduelle.

Un cas important est lorsque A = ÂP est le complété du localisé d'un anneau de Dedekind
A en un idéal premier P et f ∈ A[x] est unitaire irréductible. Le théorème de Hensel
assure alors qu'il y a une bijection entre les facteurs irréductibles locaux de f dans A[x] et
les idéaux premiers divisant P dans l'extension du corps des fractions Frac(A) dé�nie par
f . A ce titre, la factorisation locale est un problème fondamental du calcul formel, pierre
angulaire de l'algorithmique des corps de nombres et des corps de fonctions.

Bref historique. Les premiers algorithmes de factorisation sur Zp[x] sont basés sur l'al-
gorithme probabiliste "round 4" de Zassenhaus (voir par exemple [25, 101, 46, 102]), mais ce
dernier sou�re de la perte de précision lors du calcul des polynômes caractéristiques. Dans
une autre direction impulsée par les travaux fondateurs de Dedekind, Hensel et Bauer, Ore
[97, 98] a montré dans les années 1920 que l'on pouvait détecter des factorisations partielles
à partir de la décomposition du polytope de Newton p-adique (version arithmétique du
polytope de Newton-Puiseux) et de la factorisation de certains polynômes résiduels asso-
ciés. Malheureusement, la factorisation issue de cette double dissection n'est pas complète
lorsque le polynôme est "dégénéré". Mac Lane résout ce problème quelques années plus
tard dans le langage des valuations [87, 88], mais sa méthode n'est pas constructive. Il
faut attendre les travaux de Okutsu à la �n des années 80 puis de Montes [104] à la �n
des années 90 pour qu'une généralisation implémentable de la "double dissection" de Ore
voit le jour (repris et expliqué en détail dans [60]). Au-delà d'utiliser des polytopes d'ordres
supérieurs (déjà introduits par Mac Lane en termes de valuations augmentées), Montes réus-
sit à construire explicitement des polynômes résiduels d'ordres supérieurs, dernière pierre
manquante à l'édi�ce. L'algorithme qui en découle permet ainsi de calculer, représenter
et manipuler e�cacement les idéaux premiers d'un corps de nombre vivant au-dessus d'un
idéal premier de Z (cf par exemple [61]), outil crucial en théorie algorithmique des nombres.
On parle de OM-algorithmes, des noms de Ore, Mac Lane, Okutsu et Montes. Du point
de vue de la factorisation locale, il restait alors à introduire un lifting à la Newton-Hensel
a�n de poursuivre le calcul des facteurs à une précision arbitraire, étape franchie plus tard
grâce à l'algorithme Single-Factor Lifting de [62]. Ces algorithmes sont implémentés dans
Magma, très e�caces en pratique. Nous montrons cependant dans [109] que l'on peut être
encore plus e�cace et atteindre une complexité quasi-optimale.
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Résultats. Nous noterons F le corps résiduel de A et nous supposerons que F est un corps
e�ectif, i.e. qu'il supporte le test d'égalité et les opérations arithmétiques élémentaires. Pour
simpli�er, on exprimera dans ce qui suit la complexité en termes du nombre d'opérations
dans F, en chargeant le cas échéant une opération arithmétique dans F pour une opération
arithmétique entre deux éléments d'un système �xé A ⊂ A de représentants de F.

On notera d le degré du polynôme d'entrée f ∈ A[x] et δ la valuation de son discriminant,
supposé non nul (i.e f séparable). On note pour simpli�er Oε(n) = O(n1+o(1)).

Il est montré dans [15, Thm.5.18] que l'OM-algorithme combiné au Single-factor lifting
permet de factoriser f dans A[x] à précision n avec Oε(dδ2 + d2n) opérations dans F, plus
le coût des factorisations résiduelles univariées. Nous améliorons signi�cativement cette
complexité :

Théorème 23 [109, Thm.4] Soit f ∈ A[x] un polynôme unitaire séparable et soit p =

Char(F) la caractéristique résiduelle. On peut calculer les facteurs irréductibles de f à pré-
cision n avec

• Oε(dδ + dn) opérations sur F si p = 0 ou p > d

• Oε(dδ + dn+ δ2) opérations sur F sinon,

modulo le coût des factorisations résiduelles univariées, coût qui rentre dans l'estimation
ci-dessus dès lors que le cardinal de F est polynomial en d, δ.

L'algorithme est déterministe, de complexité quasi-optimale si p = 0 ou p > d et si
n ≥ δ. Dans le cas des séries formelles, on retrouve la même complexité que l'approche à
la Newton-Puiseux (Théorème 20), mais l'algorithme est ici beaucoup plus facile à mettre
en oeuvre (essentiellement des divisions euclidiennes) et il est légitime d'espérer que la
complexité expérimentale coïncide asymptotiquement avec la complexité théorique (une
implémentation est en cours).

Notons que l'utilisation de l'évaluation dynamique [38] permet de s'a�ranchir de la facto-
risation résiduelle univariée, si l'on ne cherche que certaines informations arithmétiques (e.g.
valuation du discriminant ou du résultant, rami�cation, nombre de Milnor, etc.). Notons
en�n qu'il su�t de considérer une précision n = δ + 1 pour récupérer toute l'information
locale nécessaire pour résoudre les problèmes d'arithmétique usuels dans les corps globaux,
en particulier le calcul des bases intégrales.

Irréductibilité. L'algorithme de Montes conduit à un test d'irréductibilité dans A[x] de
complexité Oε(δ2). Nous améliorons à nouveau ce résultat dès lors que la rami�cation n'est
pas sauvage. On supposera pour simpli�er que f est Weierstrass, i.e. f = xd +

∑
i<d aix

i

avec v(ai) > 0.

Théorème 24 [109, Thm.2 et Prop.5] Soit f ∈ A[x] un polynôme de Weierstrass séparable
et soit p = Char(F). On peut tester l'irréductibilité de f avec

• Oε(δ) opérations sur F si p ne divise pas d,

• Oε(δ2) opérations sur F sinon,

modulo le coût des tests d'irréductibilité univariés sur les corps résiduels, coût qui rentre
dans l'estimation ci-dessus dès lors que le cardinal de F est polynomial en d, δ.

Comme dans le cas des séries formelles, cet algorithme retourne en bonus une séquence
de polynômes clés ψ0, . . . , ψg associés à f (on peut prendre des racines approchées si p
ne divise pas d). Il est montré dans [59] que cette séquence constitue une base d'Okutsu,
de laquelle on peut extraire les quantités numériques les plus signi�catives attachées à
l'extension locale A[x]/(f) de A.
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Ingrédients. Les preuves des théorèmes 23 et 24 sont basées sur les améliorations sui-
vantes de [61] :

• On met en place une stratégie diviser pour régner basée sur la gestion de la précision,
stratégie similaire à celle développée dans le cadre des séries de Puiseux [108].

• On prouve un lemme de Hensel valué et multifacteur [109, Cor.2], généralisation de
[26], qui permet de remonter une factorisation résiduelle généralisée en une factori-
sation dans A[x] à précision souhaitée en temps quasi-linéaire (dans [62] les facteurs
sont plutôt liftés un par un, selon une méthode à la Newton).

• Si p ne divise pas d, on montre que les racines approchées (Dé�nition 2) sont des
représentants des "types" de Montes [109, Prop.2]. Ces dernières se calculent en
temps quasi-linéaire via une itération de Newton quadratique, plus e�cace que les
étapes de ra�nement inhérentes à l'algorithme de Montes.

• On apporte en�n quelques améliorations techniques élémentaires basées sur l'arith-
métique rapide des polynômes (cf en particulier [109, Prop.6]), et sur l'utilisation de
l'évaluation dynamique.

4.3.1 Ouvertures

1. Bases intégrales et Riemann-Roch. Les théorèmes 23 et 24 ont des conséquences
notables pour une arithmétique e�cace dans les corps de nombres et les corps de fonctions
(voir [61]), en particulier concernant le calcul rapide des bases intégrales. Dans le cas lo-
cal (les p-bases), la complexité actuelle [14] se trouve immédiatement améliorée par nos
résultats (voir [109, Section 6]). Dans le cas global, on montre dans un travail en cours de
rédaction que l'on peut calculer la base intégrale d'un corps de fonctions présenté comme
une extension �nie de K(t) de degré d avec une complexité Oε(dω+1) (resp. Oε(d4) en pe-
tite caractéristique), améliorant la complexité Oε(d4) de [2] (resp. Oε(d5) de [64] en petite
caractéristique). La preuve repose sur le théorème 23 combiné à [64] et à l'arithmétique
rapide des matrices polynomiales [81].

De ce fait, nos résultats o�rent aussi des perspectives sérieuses pour calculer e�cacement
les polynômes adjoints (avec des conséquences en factorisation bivariée, cf ouverture 3.5.1)
ou encore calculer les espaces de Riemann-Roch par des méthodes arithmétiques (voir par
exemple [69]). A plus long terme, on peut espérer que ces avancées participent signi�cati-
vement au développement d'une arithmétique rapide et e�cace dans les jacobiennes (corps
de fonctions) ou dans les groupes de classes d'idéaux (corps de nombres).

2. La petite caractéristique. En petite caractéristique résiduelle, soit les racines appro-
chées ne sont plus dé�nies (caractéristique non mixte), soit elles ne sont plus des polynômes
clés (caractéristique mixte). On utilise dans ce cas des étapes de ra�nement à la Montes,
dont la convergence linéaire ralentit signi�cativement les calculs (dans le cas des séries de
Puiseux, cela correspond moralement à calculer les coe�cients un par un, tandis que les
racines approchées permettent de progresser par blocs). Ceci explique la non optimalité des
théorèmes 23 et 24 en petite caractéristique. Peut-on malgré tout atteindre une complexité
quasi-linéaire en toute caractéristique ? Ceci semble être un problème ardu important, qui
m'a déjà occasionné bien des désillusions. Mentionnons a minima [92] qui permet de calculer
en toute caractéristique les facteurs locaux de degré 1 en temps quasi-linéaire dans le cas
des séries formelles.
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4.4 Anneaux henséliens

Nous nous sommes penchés sur la factorisation des polynômes univariés sur un anneau
(ou un corps) hensélien dans un travail en collaboration avec Alberich-Carramiñana, Guàr-
dia, Nart, Poteaux et Roé [10]. La section précédente couvre le cas des valuations discrètes
de rang 1 et nous cherchons à généraliser ces résultats au cas d'une valuation à valeur
dans un groupe ordonné abélien de rang quelconque et non nécessairement discret. Une
des motivations est d'aider à résoudre e�cacement des tâches arithmético-géométriques
dans un corps de fonctions d'une variété algébrique de dimension arbitraire et en toute
caractéristique.

Nos travaux donnent suite à une importante série de papiers sur le sujet, menés indépen-
damment par Nart et Spivakovski et leurs collaborateurs (voir [90, 68] et autres références
a�érentes dans [10]). Le lecteur trouvera une bonne introduction aux corps valués dans le
livre de Engler et Prestel [44].

Corps hensélien. Soit (K, v) un corps valué d'anneau de valuation O et de corps résiduel
k. Le corps (K, v) est hensélien si le lemme de Hensel est valide, i.e si pour tout polynôme
f ∈ O[x], toute racine simple du polynôme résiduel f ∈ k[x] se relève de manière unique
en une racine de f dans O. Un résultat important de la théorie des corps valués assure que
cette condition équivaut au fait que pour toute extension algébrique L de K, la valuation v
s'étend de manière unique à L [44, Thm.4.1.3]. Si la valuation v est de rang 1 (discrète ou
non), le complété de K pour la topologie v-adique est hensélien, mais ce n'est plus le cas
pour des valuations de rangs supérieurs.

Clôture hensélienne. Soit (K, v) un corps valué. Etant donnée une clôture algébrique
K de K et une extension v de v à K, il existe un unique plus petit corps valué hensélien
(Kh, vh) contenant K véri�ant les inclusions

(K, v) ⊂ (Kh, vh) ⊂ (K, v).

On appelle ce corps valué la clôture hensélienne deK dansK. C'est une extension immédiate
deK (i.e. les valuations v et vh ont même groupe de valeurs et même corps résiduel), incluse
dans la clôture séparable de K dans K. Si v est de rang 1, le corps K est dense dans Kh,
mais ce n'est plus le cas en rang supérieur, ce qui conduit à de nouvelles di�cultés évidentes
pour approcher les facteurs dans Kh[x] d'un polynôme de K[x].

Facteurs henséliens vs extensions de valuation. Soit (Kh, vh) la clôture hensélienne
deK dans une clôture algébrique valuée (K, v) �xée. Soit f ∈ K[x] un polynôme irréductible
et soit F ∈ Kh[x] un facteur irréductible de f . Notons θ ∈ K une racine de F . L'application

q ∈ Kh[x] 7−→ vF (q) := v(q(θ))

dé�nit une pseudo-valuation sur l'anneau Kh[x] de noyau l'idéal premier FKh[x]. Cette
dé�nition ne dépend pas du choix de la racine de F par hensélianité du corps Kh. L'idéal
principal FKh[x] ∩ K[x] a pour générateur f et la valuation vF induit par restriction à
K[x] une pseudo-valuation wF sur K[x] de noyau fK[x]. Cette dernière induit donc une
valuation wF sur le corps K[x]/(f), dont la restriction à K est v. De manière analogue au
cas discret de rang 1, la correspondance

F 7−→ wF
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induit une bijection entre les facteurs irréductibles de f dans Kh[x] et les extensions de
v au corps K[x]/(f) [10, Thm.1.3]. La valuation wF est uniquement caractérisée par les
pseudo-valuations vF ou wF .

Résultats principaux. Soit (K, v) un corps valué de caractéristique résiduelle p et soit
f ∈ K[x] un polynôme séparable de degré d. Nous supposerons que l'on a accès aux opéra-
tions élémentaires dans K et dans le corps résiduel k, à la factorisation univariée sur k et
au calcul de la valuation v d'un élément de K.

Théorème 25 Supposons v de rang 1 et supposons p = 0 ou p > d. Il existe un algorithme
déterministe qui renvoie

(i) Les facteurs irréductibles F1, . . . , Fs de f dans Kh[x] à une précision arbitraire.

(ii) Les extensions correspondantes wF1
, . . . , wFs

de v au corps K[x]/(f), ainsi que leurs
indices de rami�cation et leurs degrés résiduels.

Ce théorème est important entre autres au regard d'un résultat de Novacoski-
Spivakovsky qui assure que l'uniformisation locale en rang 1 (non discret) implique l'uni-
formisation locale en toute généralité [93].

Si la valuation est de rang quelconque, on obtient a minima un test d'irréductibilité.

Théorème 26 Supposons v de rang quelconque et supposons que p ne divise pas d. Il
existe un algorithme déterministe qui teste l'irréductibilité de f dans Kh[x], et renvoie le
cas échéant la valuation wf , son indice de rami�cation et son degré résiduel.

Les preuves de ces deux théorèmes sont basées sur deux nouveaux résultats clés.

Premier résultat clé : un algorithme exécutable inconditionnel. On montre le
résultat plus général suivant :

Théorème 27 Il existe un algorithme déterministe qui, s'il termine, résout simultanément
les problèmes (i) et (ii) du théorème 25.

Cet algorithme est une généralisation de l'algorithme OM. Il construit pour chaque
facteur irréductible F ∈ Kh[x] de f une chaîne de pseudo-valuations augmentées sur K[x]

µ0 = v < µ1 < · · · < µn < · · · < wF (4.1)

qui approchent wF arbitrairement bien. On augmente chaque valuation µn en lui associant
un polynôme clé φn+1 ∈ K[x] (dépendant de f), polynôme irréductible jouissant de pro-
priétés de primalité et de minimalité dans l'algèbre graduée associée à la valuation µn [10,
Section 2]. La dé�nition et l'existence de ces polynômes clés est dûe à MacLane dans le cas
discret de rang 1, et indépendamment à Vaquié [132] et Spivakovski et al. [68] dans le cas
général. Pour n su�samment grand, le polynôme φn ∈ K[x] approche arbitrairement bien
le facteur irréductible F ∈ Kh[x].

La construction e�ective des chaînes (4.1) est basée sur les doubles dissections successives
de f qui se déduisent des pentes de ses polygones φ-adiques généralisés [10, Dé�nition 4.4] et
de la factorisation des polynômes résiduels attachés à chacune de ces pentes [10, Dé�nition
2.15]. La construction des opérateurs résiduels découle de [91], qui généralise de manière
éclairante la construction originelle plus technique de Montes [104] dans le cas discret de
rang 1.

Contrairement aux cas des valuations de rang 1 ou au cas K = Kh traités dans [68, 90],
une nouvelle di�culté dans le cas général réside dans le fait que le polynôme clé φ ∈ K[x]
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associé à la valuation courante µ n'est plus nécessairement irréductible dans Kh[x]. De ce
fait, il est plus délicat de déterminer les liens entre la factorisation de f dans Kh[x] et les
pentes de son polygone φ-adique : un apport majeur de notre papier est la résolution de ce
problème en toute généralité [10, Thm.4.4], conduisant à la preuve du théorème 27.

Second résultat clé : lemme de Hensel valué et racines approchées. L'obstruction
à la terminaison de l'algorithme sous-jacent au théorème 27 provient de l'existence possible
de valuations augmentées limites µi < · · · < µi+1 dans la chaîne (4.1), qui nécessitent
une in�nité d'étapes de ra�nements, situation exclue dans le cas discret de rang 1. On
montre qu'il existe trois types d'augmentations in�nies et on exhibe des exemples concrets
pour chacune d'entre elles [10, Section 5.3]. Le rang de v n'est pas la seule obstruction, la
caractéristique résiduelle pose elle aussi des di�cultés (cf ouverture 2 ci-dessous). Un second
apport majeur est de montrer que les racines approchées (dé�nition 2), déjà utilisées dans
[109], permettent de calculer malgré tout des polynômes clés limites (dont se déduisent les
valuations augmentées limites) quel que soit le rang de v dès lors que la rami�cation est
modérée.

Cependant, calculer ces racines approchées requiert d'être "en position de Weierstrass",
ce qui nécessite de factoriser f à une précision su�sante dès qu'une factorisation est détectée.
Nous développons pour cela un algorithme de Hensel valué multifacteur [10, Prop.6.5 et 6.3],
valide indépendamment de la caractéristique résiduelle et du rang de v. Cependant, bien
que la précision des facteurs soit doublée à chaque étape, cela n'assure pas nécessairement
la convergence vers les facteurs de f dans le cas des valuations de rang > 1 du fait de la
non densité de K dans Kh. Ce souci représente la seule obstruction pour la généralisation
du théorème 25 au rang quelconque.

4.4.1 Ouvertures

1. Complexité. Les algorithmes sous-jacents aux théorèmes 25 et 26 sont déterministes
et de complexité polynomiale (en comptant cette fois le nombre d'opérations élémentaires
dans K ou k) dès lors que calculer la valuation ou calculer le résidu d'un élément de K
et la factorisation dans k[x] le sont aussi. Il serait souhaitable d'estimer plus précisément
cette complexité en terme d'opérations dans le corps résiduel k (ou dans un système de
représentants dans K), dans l'esprit de [109].

2. Résoudre le cas général. Peut-on résoudre algorithmiquement les problèmes i) et ii)
en toute généralité ? Un point crucial est de construire des polynômes clés limites sans passer
par les racines approchées. Traiter le cas particulier des extensions algébriques (in�nies) des
corps locaux serait une première étape importante dans cette direction. Illustrons nos espoirs
par un exemple.

Exemple. Considérons dans ce cadre le corps des séries de Puiseux en caractéristique
positive

K =
⋃
n≥0

Fp((t1/n)).

Ce corps muni de la valuation t-adique est hensélien, de groupe de valeurs non discret Q.
Si l'on cherche à appliquer l'algorithme OM sur le polynôme d'Artin-Schreier

g(x) = xp − x− t−1 ∈ K[x]

pour en tester l'irréductibilité sur K, on constate qu'à chaque étape, le polygône de Newton
généralisé a une seule pente et que le polynôme résiduel associé (cf [10]) vaut constamment

R(g) = (y − 1)p ∈ Fp[y].
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L'algorithme OM ne termine pas dans ce cas, et ne permet donc pas a priori de tester
l'irréductibilité de g sur K (voir [10, Exemple 5.9]). Ceci est lié au fait que les racines de g
sont les α+ c où

α = t−1/p + t−1/p2 + t−1/p3 + · · ·

et c parcourt Fp. A chaque étape de l'algorithme, on découvre un nouveau terme de cette
série, sans pour autant pouvoir décider a priori si la série tronquée courante provient ou
non d'une racine de g dans K, i.e. si les dénominateurs des exposants de α seront bornés in
�ne (ce qui n'est évidemment pas le cas ici, α étant une série de Hahn mais pas une série
de Puiseux).

Ceci étant dit, Xavier Caruso m'a fait remarquer récemment que l'on peut malgré tout
tester l'irréductibilité d'un polynôme dans le cas particulier du corps K des séries de Pui-
seux. Expliquons.

Solution Soit g ∈ K[x]. Il existe n tel que g ∈ Fp((t1/n))[x] et quitte à remplacer t1/n par
une nouvelle indéterminée, on peut supposer n = 1. De plus, on peut supposer g séparable
(par exemple [84]). On a alors :

Proposition 8 Soit g ∈ Fp((t))[x] séparable. Alors g est irréductible sur le corps K des sé-
ries de Puiseux si et seulement si g est irréductible sur Fp((t)) et si deg(g) est une puissance
de p.

Preuve (esquisse). Notons K0 = Fp((t)). Si g se factorise sur K0, il se factorise sur K,
c'est �ni. Supposons g irréductible sur K0 et notons L = K0(α) le corps engendré par
une racine de g dans une clôture algébrique de K ⊃ K0 �xée. Alors g est irréductible sur
K si et seulement si les corps K et L sont K0-linéairement disjoints. Puisque K/K0 est
galoisienne, ceci équivaut à K ∩ L = K0. Notons e = e(L/K0) l'indice de rami�cation
(on a ici e = [L : K0] = deg(g)). S'il existe n premier à p divisant e, alors nécessairement
Fp((t1/n)) ⊂ K∩L et g est réductible surK. Si e est une puissance de p, on a nécessairement
K ∩L = Fp((t1/p

k

)) pour un k ≥ 0 et la séparabilité de g assure que k = 0, i.e. K et L sont
K0-linéairement disjoints et g est irréductible sur K. �

Cette proposition s'applique par exemple dans le cas du polynôme d'Artin-Schreier ci-
dessus. Il est séparable (de dérivée −1) et irréductible sur K0 en tant que polynôme de type
Eisenstein. Comme deg(g) = p, nécessairement g est irréductible sur K.

On peut obtenir des résultats similaires pour d'autres extensions algébriques particu-
lières. Par exemple, sur l'extension in�nie Qp(µp∞) de Qp engendrée par les racines pn-èmes
de l'unité, n ∈ N×.

Proposition 9 Soit g ∈ Qp[x]. Alors g est irréductible sur Qp(µp∞) si et seulement si g
est irréductible sur Qp(µp2).

La preuve est dans le même esprit, mais exploite cette fois le fait que l'extension
Qp(µp∞)/Qp est abélienne de groupe de Galois Z×p , compositum de Qp(µp) (modérément
rami�ée, d'indice p − 1) avec la Zp-extension cyclotomique de Qp (sauvagement rami�ée)
dont tous les sous-corps sont emboîtés.

On se ramène ainsi à tester l'irréductibilité de g sur une extension �nie K1/K0, donc un
corps local sur lequel on dispose de l'algorithme OM. Notons que l'on a besoin au préalable
d'une uniformisante de K1 pour conduire les calculs, qui peut se calculer elle aussi avec
l'algorithme OM dès lors que l'on connaît un polynôme irréductible h ∈ K0[x] qui engendre
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K1. Quoique relativement simples, ces exemples sont encourageants et on peut espérer que
ce genre de méthodes conduise à des résultats plus généraux signi�catifs.

On peut aussi considérer des corps henséliens de rang un qui ne sont pas extensions
algébriques d'un corps local. Un exemple pertinent en est donné par l'hensélianisé du corps
k(s, t) muni de la valuation de rang 1 dé�nie par v(tisj) = i+

√
2j, de groupe des valeurs

Z⊕
√

2Z ⊂ R de rang un mais de rang rationnel 2. Cette valuation intervient par exemple
dans le calcul des séries de Puiseux multivariées à la Mac Donald [89] (ouverture de la
Section 4.2.1).

En�n, dans le cas du rang supérieur à 1, se pose le problème supplémentaire que K n'est
pas dense dans son hensélianisé en général. Mentionnons dans ce cadre le cas intéressant de
K = Q(t) muni de la valuation de rang deux

v(c(t)) = (ordt(c), ordp(int(c)).

Notons que cette valuation de rang deux pourrait - spéculativement - être appliquée à
la factorisation dans Q[t, x] via des techniques "factorisation locale et recombinaisons" en
rang 2, à des �ns d'estimations de la complexité binaire de la factorisation bivariée sur Q
en termes d'invariants arithmético-géométriques.
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Sur le lieu �ex des hypersurfaces
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Soit V ⊂ Pn une sous-variété projective dé�nie sur un corps K algébriquement clos de
caractéristique nulle. Un point p ∈ V est un "point �ex" s'il existe une droite ayant un
ordre de contact anormalement élevé avec V au point p. Ce concept généralise la notion
classique de point d'in�exion d'une courbe algébrique. L'étude du lieu �ex des courbes et des
surfaces est un sujet classique de géométrie algébrique du 19ème siècle, étudié entre autres
par Monge, Salmon et Cayley. On assiste à un regain d'intérêt pour cette thématique, dû à
ses applications en géométrie d'incidence [42, 63, 73, 76, 122, 128].

Le but de ce chapitre est de déterminer la dimension, le degré et un système d'équa-
tions explicites du lieu �ex d'une hypersurface projective, en s'appuyant sur la théorie des
résultants multidimensionnels. Ce travail a été e�ectué en collaboration avec Laurent Busé,
Carlos D'Andréa et Martin Sombra, publié dans [21].

5.1 Résultants et résultats

Soit V une sous-variété de Pn. L'ordre de contact entre V et une droite L en un point
p ∈ V est dé�ni par

ordp(V,L) = dimK(OL,p/ι∗IV ),

où OL,p est l'anneau local de L à p, IV est le faisceau d'idéaux de V , et ι : L ↪→ Pn est le
morphisme d'inclusion. On a en particulier :

� ordp(V,L) = 0 si et seulement si p /∈ V ∩ L
� ordp(V,L) = 1 si et seulement si l'intersection V ∩ L est transverse en p
� ordp(V,L) = +∞ si et seulement si L est incluse dans V .

Soit V ⊂ Pn une hypersurface projective de degré d ≥ 1. On peut montrer que par tout
point p ∈ V passe une droite avec ordre de contact au moins n [21, Prop. 3.6]. On dira
qu'un point p ∈ V est un point �ex s'il existe une droite ayant un ordre de contact au moins
n+ 1 avec V au point p. Une telle droite est une droite �ex. Le lieu �ex de V est l'ensemble
de ses points �ex.

• Un premier résultat important de Monge-Salmon-Cayley [128, 76] assure qu'une sur-
face de P3 est réglée (i.e. union de droites) si et seulement si chacun de ses points est un
point �ex, résultat généralisé en toute dimension par Landsberg [82, Thm 3]. Une hyper-
surface de Pn de degré < n étant nécessairement réglée [21, Prop. 3.6], on se restreindra
donc aux hypersurfaces de Pn de degré ≥ n.
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• Si C ⊂ P2 est une courbe plane, il est bien connu que le lieu �ex coïncide avec le
lieu d'annulation du déterminant de la matrice hessienne de C. Il est donc dé�ni par une
équation de degré 3d − 6. Si la courbe ne contient aucune droite, le lieu �ex est donc �ni,
de cardinal au plus 3d2 − 6d par le théorème de Bézout.

• Si S ⊂ P3 est une surface de degré ≥ 3, un théorème de Salmon assure que le lieu �ex
est dé�ni par l'intersection de S avec une hypersurface de degré 11d− 24, voir [114, Article
588, p. 277�278] ou [42, �11.2.1]. Ce résultat combiné au théorème de Monge-Salmon-Cayley
et au théorème de Bézout assure que le lieu �ex d'une surface S sans composantes réglées
est une courbe sur S, de degré au plus 11d2 − 24d.

Soit f ∈ K[x] = K[x0, . . . , xn] un polynôme homogène sans facteurs carrés de degré d
dé�nissant une hypersurface V ⊂ Pn. Soient t et y = (y0, . . . , yn) d'autres variables. Notons
fk ∈ K[x,y] les polynômes dé�nis par

f(x + ty) =

d∑
k=0

fk(x,y)
tk

k!
. (5.1)

Le résultat suivant généralise le théorème de Salmon en toute dimension :

Théorème 28 [21, Thm 1.1] Le lieu �ex d'une hypersurface V = {f = 0} ⊂ Pn de degré
d ≥ n est dé�ni par un polynôme g de degré

deg(g) = d

n∑
k=1

n!

k
− (n+ 1)!.

Ce polynôme est uniquement déterminé modulo f par la condition

Resy(f1(x,y), . . . , fn(x,y), `(y)) ≡ `n!g mod f,

où ` ∈ K[x] est une forme linéaire quelconque, et Resy désigne le résultant de n+1 polynômes
homogènes relativement à la variable y.

Le théorème 28 permet de dé�nir une structure de sous-schéma au lieu �ex. On appellera
le schéma �ex de V le sous-schéma

Flex(V ) := {f = g = 0} ⊂ Pn

induit par les polynômes f et g ci-dessus. Ce schéma ne dépend pas du choix de g (unique
modulo f).

Le résultat suivant assure que le schéma �ex est génériquement réduit, i.e. que la borne
sur le degré du lieu �ex induite par le théorème 28 est optimale. Il montre plus généralement
que la situation générique est celle à laquelle on s'attend. A noter que ces aspects ne sont
pas considérés dans les travaux originaux de Salmon dans le cas des surfaces.

Théorème 29 [21, Thm 1.4] Soit V une hypersurface générique de Pn de degré d ≥ n.
1. Flex(V ) est un sous-schéma réduit (i.e. une sous-variété) de V de dimension n− 2

et degré

deg(Flex(V )) = d2
n∑
k=1

n!

k
− d(n+ 1)!.

2. Par un point générique p ∈ Flex(V ) passe une unique droite �ex. Si d = n, cette
droite est incluse dans V , et si d > n, son ordre de contact avec V au point p est
exactement n+ 1.
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Le cas d = n découle du fait que si une droite L a un ordre de contact ≥ n+ 1 avec une
hypersurface V de degré n, alors L est incluse dans V d'après le théorème de Bézout. On
en déduit en particulier le corollaire suivant sur l'ensemble des droites incluses dans une
hypersurfaces.

Corollaire 4 Soit V une hypersurface générique de Pn de degré n. La réunion LV des
droites incluses dans V est une sous-variété réglée de V , intersection complète de dimension
n− 2 et de degré

deg(LV ) = n3 (n− 1)!

n−1∑
k=2

1

k
.

On notera que pour n = 3, on retrouve en particulier le résultat bien connu qu'une
cubique générale dans P3 contient exactement 27 droites.

Le théorème de Salmon pour les surfaces a été revisité plusieurs fois. Dans leur livre
[42], Eisenbud et Harris o�rent une preuve via l'utilisation de l'anneau de Chow dans la
grassmannienne des droites de P3. Notre approche, basée sur (5.1), identi�e plutôt une
droite de Pn avec les points (x,y) ∈ Pn × Pn en dehors de la diagonale, dans l'esprit de
l'approche originelle de Salmon. Quoique moins naturelle du point de vue de la théorie de
l'intersection, notre approche a le double avantage d'o�rir des équations explicites via la
théorie des résultants et d'o�rir une généralisation naturelle du théorème de Salmon en
toute dimension.

5.2 Eléments de preuves

Résultants. Le lecteur pourra consulter [37, 51, 72] pour des références complètes concer-
nant les résultants multivariés. Nous nous contenterons ici d'une brève dé�nition, su�sante
pour illustrer notre propos.

A tout multi-degré d = (d0, . . . , dn) ∈ Nn+1, on peut associer un polynôme universel, le
résultant

Resd ∈ Z[c0, . . . , cn].

Chaque multi-variable ci = (ci,a) représente les
(
di+n
n

)
coe�cients d'un polynôme homogène

général Fi =
∑
|a|=di ci,ay

a, de degré di en n+ 1 variables y = (y0, . . . , yn).

Le résultant est essentiellement dé�ni (à une normalisation près) comme polynôme de
plus petit degré 1 véri�ant la propriété fondamentale suivante :

Soient f0, . . . , fn ∈ K[y] des polynômes homogènes de degrés respectifs d0, . . . , dn. Les fi
ont un zéro commun dans Pn si et seulement si Resd(f0, . . . , fn) = 0.

Notez que l'évaluation Resd(f0, . . . , fn) ∈ K est un élément de l'anneau des coe�cients
des fi. On omettra par la suite la dépendance en d s'il n'y a pas d'ambiguïté.

Le cône Zkp . Soit p ∈ Pn. Pour tout k ∈ N, considérons la sous-variété de Pn dé�nie par

Zkp = {q ∈ Pn | f1(p, q) = · · · = fn(p, q) = 0},

avec les fi dé�nis par (5.1). On peut montrer [21, Lem. 3.4, Cor. 3.5] que Zkp ⊂ Pn est
un cône centré en p, union des droites avec ordre de contact > k avec l'hypersurface V au

1. Voir [21, Section 2] pour une dé�nition plus rigoureuse du résultant, vu comme générateur d'un idéal
principal.
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point p. L'ordre de contact maximal de V avec une droite en p, appelé ordre d'osculation
de V en p, est le plus petit entier k tel que Zkp = {p}. En particulier, p est un point �ex
si et seulement si Znp 6= {p}, ou de manière équivalente, si et seulement si dimZnp ≥ 1. Ce
constat, combiné avec la propriété fondamentale du résultant conduit au résultat suivant :

Lemme 4 Soit ` ∈ K[y] un polynôme homogène. Le résultant

Rf,` := Res(`, f1, . . . , fn) ∈ K[x]

par rapport à la variable y est un polynôme homogène qui dé�nit le lieu �ex de l'hypersurface
V = {f = 0} dans l'ouvert Pn \ {` = 0}.

Preuve. En e�et, Rf,`(p) = 0 si et seulement si les ensembles {` = 0} et Znp s'intersectent
par dé�nition de Znp et par la propriété du résultant. Si `(p) 6= 0 ceci est équivalent à
dimZnp ≥ 1 d'après ce qui vient d'être dit, donc à ce que p soit un point �ex. �

Cependant, le polynôme Rf,` contient trop d'information pour notre propos : il peut s'an-
nuler en des points de {` = f = 0} qui ne sont pas des points �ex. La clé est de montrer que
Rf,` admet un facteur g modulo f indépendant de `. Plus précisément, il existe g ∈ K[x]

tel que
Rf,` ≡ `n!g mod f

pour tout polynôme homogène ` ∈ K[x]. La preuve est basée sur la formule de Poisson [21,
Prop. 2.2] (appelée parfois formule du produit). On montre alors que g détermine le lieu
�ex dans l'espace Pn en entier, conduisant à la preuve du Théorème 28.

Pour prouver le Théorème 29, on introduit une multi-variable c = (ca) représentant le
polynôme général homogène F =

∑
cax

a de degré d en n + 1 variables, et on montre
l'existence d'un polynôme universel Φd ∈ K[c,x] qui satisfait la congruence

RF,` ≡ `n!Φd mod F

dans K[c,x], pour tout ` ∈ K(x] homogène. On montre alors qu'il existe une spécialisation
f ∈ K[x] de F pour laquelle la variété {f(x) = Φd(f,x) = 0} est réduite, impliquant par
un argument d'irréductibilité à la Bertini que c'est le cas pour f générique. La preuve du
point 1 du Théorème 29 en découle.

Concernant le point 2, plus délicat, on exhibe plutôt une spécialisation (f, p) pour la-
quelle on est assuré que le point 2 est valide. Toujours par un argument d'irréductibilité,
utilisant cette fois la formule d'inversion du résultant [21, Prop. 2.3], on en déduit que le
point 2 est valide pour (f, p) générique (esquisse de preuve grossière, cf [21, Section 5] pour
les détails). �

5.3 Ouverture : le lieu hyper�ex

Dans un travail en cours avec Cristina Bertone (Université de Turin), nous étudions la
géométrie du lieu k-�ex d'une hypersurface V ⊂ Pn (points d'ordres de contact ≥ k avec
au moins une droite L) pour tout entier k. On parle de points "hyper�ex" dès lors que
k ≥ n+ 2. Notons ce lieu Vk. Si V est de degré d, on a une strati�cation

V = V0 = · · · = Vn ⊂ Vn+1 ⊂ · · · ⊂ Vd ⊂ Vd+1 = · · · = V∞

où V∞ est la sous-variété réglée de V maximale pour l'inclusion (Vd+1 = V∞ d'après le
théorème de Bezout). Quelle est la dimension de chaque strate Vk pour une hypersurface
générale ? Quel est son degré ?
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On est cette fois conduit à caractériser l'annulation simultanée de k polynômes homo-
gènes à n+ 1 variables. La théorie des résultants (dédiée au cas k = n+ 1) ne répond plus
à ce problème général. L'idée est d'utiliser l'anneau de Chow de la grassmanienne, dans
l'esprit de [42, Chapitre 11]. Plus précisément, partant du �bré tautologique

Φ = {(L, p) ∈ G(1, n)× Pn , p ∈ L},

les auteurs construisent un certain �bré vectoriel E = E(k, d) → Φ appelé �bré des parties
principales relatives, dont les �bres véri�ent

E(L,p) ' H0(OL(d)/mkp)

où mp ⊂ OL est l'idéal maximal de p. Autrement dit, les �bres représentent les développe-
ments de Taylor au point p à l'ordre k − 1 des restrictions à la droite L des polynômes ho-
mogènes de degrés d. La construction est telle qu'à chaque hypersurface V = {f = 0} ⊂ Pn
de degré d, on peut associer une section

σf ∈ Γ(Φ, E)

dont la valeur au point (L, p) est la restriction de f à H0(OL(d)/mkp). En particulier, on a

ordp(V,L) ≥ k ⇐⇒ σf (p, L) = 0. (5.2)

Nous avons établi avec Cristina que pour une hypersurface générale, la dimension du lieu
k-�ex est celle attendue, que par un point k-�ex général passe une seule droite k-�ex, et
que cette dernière a un ordre de contact exactement k. Combiné à (5.2), on en déduit que
pour f général, le cycle [σf = 0] ⊂ E est réduit de codimension le rang de E , et que sa classe
dans l'anneau de Chow détermine le degré de Vk. Pour une hypersurface V ⊂ Pn générale,
le degré recherché coïncide donc �nalement avec la classe de Chern maximale ck(E) du �bré
vectoriel E :

deg(Vk) = ck(E) ∈ Ak(Φ) ' Z.

Le calcul de cette classe de Chern pour des valeurs quelconques de n, k, d est un travail
en cours, qui demande quelques contorsions dans l'anneau de Chow de la Grassmanienne
(calcul de Schubert).
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Ce chapitre concerne mes travaux sur le calcul de la gonalité des courbes algébriques, en
collaboration avec Joseph Schicho et Franck-Olaf Schreyer [117] lors de mon post-doctorat
à RICAM (Linz, Autriche). Les outils de géométrie algébrique sous-jacents basés sur les
syzygies des courbes canoniques sortent singulièrement du cadre général de mes travaux.

6.1 Dé�nitions et résultats

Dé�nition 3 La gonalité d'une courbe projective C est le plus petit entier d ∈ N tel qu'il
existe une application rationnelle de degré d de C sur P1 (éventuellement dé�nie sur une
extension �nie du corps de base). On note cet entier gon(C). Une application gonale est
une telle application rationnelle de degré minimal.

Comme le genre géométrique, la gonalité est un invariant birationnel qui donne une
mesure de la non rationalité d'une courbe algébrique. En particulier, gon(C) = 1 si et
seulement si C est rationnelle et gon(C) = 2 si et seulement si C est hyperelliptique. En
général, genre et gonalité sont liés par l'inégalité

gon(C) ≤
⌊g + 3

2

⌋
,

et il y a égalité pour une courbe générale de genre g. La gonalité coïncide avec le plus petit
degré d'un système linéaire de dimension projective 1 (un pinceau) sur C et l'existence de
tels systèmes linéaires "spéciaux" est elle-même intimement liée à la résolution minimale
de l'anneau de coordonnées canonique d'un modèle lisse de C.

Outre son intérêt théorique, calculer explicitement une application gonale o�re l'avan-
tage pratique de représenter le corps de fonctions de C comme une extension algébrique de
petit degré de K(t). Pour des petites gonalités, une telle présentation permet en particulier
de calculer une paramétrisation par radicaux de C (i.e. en s'autorisant les symboles k

√),
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utilisée par exemple en modélisation géométrique dans les tracés de courbes ou les calculs
de variétés enveloppantes et de conchoïdes (cf [120] et références a�érentes).

Lorsque nous nous sommes penchés sur le problème du calcul d'une application gonale,
il n'était résolu en toute généralité que pour les courbes de gonalité ≤ 3 [118, 120] ou les
courbes de genre ≤ 6 [65]. Impulsé par J. Schicho, notre première intention était d'attaquer
le cas des courbes de gonalité 4. Après des discussions intenses avec F.O. Schreyer autour
de son remarquable article [119] sur les syzygies des courbes canoniques et autour des
travaux de H.-C Graf von Bothmer sur les syzygies scrollaires [54, 53], il est apparu que
nous pouvions en fait traiter ce problème en toute généralité.

Résultats. On suppose que le corps de base K est e�ectif, i.e. qu'il supporte les opérations
arithmétiques élémentaires et la factorisation univariée. Le résultat principal est le suivant.

Théorème 1 [117, Thm.1.1] Il existe un algorithme déterministe qui, étant donnée une
courbe projective C absolument irréductible, calcule la gonalité de C et une application
gonale C → P1.

Le lecteur trouvera des exemples implémentés et documentés sur les pages web des
auteurs ou via les liens MAGMA ou Macaulay2. La preuve du théorème 1 repose sur les
liens étroits entre les systèmes linéaires spéciaux et les syzygies des courbes canoniques,
dans la lignée des travaux de Schreyer [119].

Lorsque la gonalité est inférieure ou égale à 4, la formule de Cardano permet d'inverser
l'application gonale et de paramétrer la courbe C en combinant fonctions rationnelles et
radicaux k

√. La paramétrisation des courbes trigonales est traité dans [118, 120, 65]. Le
théorème 1 ci-dessus o�re la généralisation suivante :

Théorème 2 [117, Thm.1.3] Il existe un algorithme déterministe qui, étant donnée une
courbe projective C absolument irréductible, teste si gon(C) ≤ 4. Dans ce cas l'algorithme
calcule une paramétrisation par radicaux de C dès lors que char(K) 6= 2, 3.

Bien que dans le même esprit que le théorème 1, l'algorithme sous-jacent au théorème
2 est beaucoup plus e�cace et permet de traiter des courbes dont le genre est relativement
élevé. Pour ce faire, on s'appuie sur une classi�cation complète des courbes de gonalité
≤ 4 et de leurs tables de Betti [117, Thm.5.1] et on pro�te des situations géométriques
spéci�ques sous-jacentes pour accélérer les calculs de syzygies, voir [117, Algo.5.5].

6.2 Modèle canonique, syzygies et gonalité

Soit C une courbe géométriquement irréductible de genre g ≥ 2. L'espace H0(C,ωC)

des sections globales du �bré canonique ωC dé�nit un morphisme canonique

C −→ Pg−1 := P(H0(C,ωC)).

Ce morphisme est un plongement si et seulement si C n'est pas hyperelliptique, ce que l'on
supposera désormais (le cas hyperelliptique est connu, cf [118]). Notons alors

IC ⊂ S := K[x0, . . . , xg−1]

l'idéal homogène du modèle canonique de C. Il existe des algorithmes e�caces pour calculer
cet idéal 1. L'anneau de coordonnées homogènes SC = S/IC de C est projectivement normal,

1. D'autres travaux décrits dans la seconde partie de ce mémoire se trouvent être fortement liés ou
impliqué dans le calcul e�cace d'une base de H0(C,ωC), cf en particulier la Section 3.5

https://www3.risc.jku.at/people/jschicho/pub/gonal.html
http://www2.macaulay2.com/Macaulay2/doc/Macaulay2-1.17/share/doc/Macaulay2/Macaulay2Doc/html___Tutorial_co_sp__Canonical_sp__Embeddings_spof_sp__Plane_sp__Curves_spand_sp__Gonality.html 


6.2. Modèle canonique, syzygies et gonalité 81

i.e isomorphe à l'anneau canonique de C

SC '
⊕
n∈N

H0(C,OC(n)),

et c'est un S-module de Cohen Macaulay. Le théorème des syzygies de Hilbert assure que
la résolution minimale de SC est un complexe exact de longueur g − 2

(F•) : 0← SC ← F0 ← · · · ← Fi
fi← Fi+1 ← · · · ← Fg−2 ← 0 (6.1)

de S-modules libres gradués (les modules de syzygies)

Fi =
⊕
j∈N

S(−i− j)βi,i+j ,

où S(−i) désigne le module engendré par les polynômes homogènes de degrés i. Les ex-
posants βi,i+j s'appellent les nombres de Betti gradués, que l'on collecte dans un tableau
appelé la table de Betti de C.

Les tables de Betti des courbes canoniques sont très particulières. Elles sont toutes de
la forme

1 − − − − −
− β12 β23 · · · βg−4,g−3 βg−3,g−2 −
− β13 β24 · · · βg−4,g−2 βg−3,g−1 −
− − − − − 1

et véri�ent de plus une propriété fondamentale de symétrie βi,i+1 = βg−i−2,g−i. liée à une
propriété d'auto-dualité du complexe (F•), cf [117, Section 2]. En particulier, l'idéal IC est
minimalement engendré par β12 quadriques et β13 cubiques et admet seulement des syzygies
linéaires et quadratiques.

Les tables de Betti sont connues pour encoder des propriétés géométriques intrinsèques
de C, en particulier l'existence de systèmes linéaires spéciaux sur C (voir [119]), comme
les pinceaux de degrés minimaux qui nous intéressent ici. Par exemple, le théorème de
Petri assure que IC est engendré seulement par des quadriques (i.e. β1,3 = 0) sauf si C est
hyperelliptique, trigonale ou provient d'une quintique lisse de P2.

Dé�nition 4 La colongueur linéaire `(C) est le plus petit indice i tel que le nombre de
Betti βi,i+2 est non nul.

Cet invariant est fondamental du fait de la célèbre conjecture de Green qui prédit que
`(C) coïncide avec l'indice de Cli�ord en caractéristique nulle. L'indice de Cli�ord est le
plus petit entier c tel que la courbe C admette un système linéaire complet de dimension
projective n et degré 2n + c pour un certain entier positif n, dé�nition motivée par le
théorème de Riemann-Roch pour les diviseurs spéciaux, voir [117, Section 2.3] pour les
détails. Cette conjecture est résolue dans de nombreux cas, en particulier pour les courbes
générales d'après un résultat de C. Voisin (voir [117, Thm.2.5] pour une liste plus exhaustive
des cas résolus). L'indice de Cli�ord, la colongueur linéaire et la gonalité sont intimement
liés. On a en particulier le résultat suivant :

Théorème 3 [117, Section 2.3] On a gon(C) ≥ `(C) + 2, avec égalité pour les courbes
générales de genre g ≥ 2. Si la conjecture de Green est vraie, on a aussi gon(C) ≤ `(C)+3,
avec égalité dans quelques cas exceptionnels bien établis.
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6.3 Syzygies scrollaires

A�n de calculer explicitement une application gonale, on utilise une variété intermédiaire
C ⊂ X ⊂ Pg−1 plus facile à appréhender. Notons d la gonalité de C et considérons

f : C
d:1−→ P1

une application gonale. On dé�nit (ensemblistement)

X :=
⋃
λ∈P1

Dλ

où Dλ := f−1(λ) et Dλ est le plus petit sous-espace linéaire projectif contenant Dλ. Le
théorème de Riemann-Roch géométrique assure que la variété X ⊂ Pg−1 est une �bration
au-dessus de P1 en sous-espaces projectifs Pd−2, donc une variété rationnelle normale de
dimension d − 1 et degré minimal g − d [117, Lem.3.1]. De telles variétés sont appelées
scrolls. On a un diagramme commutatif

C ⊂ X

d : 1↘ ↙
P1

(6.2)

et calculer une application gonale se réduit à calculer l'idéal d'une scroll X de plus petite
dimension contenant C, puis à calculer la restriction à C de la projection X → P1. On
s'appuie pour cela sur les travaux de G. von Bothmer [53, 54] autour des syzygies scrollaires,
dont on esquisse maintenant les grandes lignes.

Sous-complexes linéaires. La résolution minimale de l'anneau de coordonnées SX =

S/IX d'une scroll est bien connue, c'est un complexe de Eagon-Northscott [41], que nous
noterons E•. Ce complexe est linéaire (sauf pour les générateurs de degrés 2) de longueur
g−d. Du fait de l'inclusion C ⊂ X, c'est donc nécessairement un sous-complexe du complexe
(non exact) linéaire L• ⊂ F• de C, dé�ni par la partie haute de la table de Betti

(L•) : S ← S(−2)β1,2 ← S(−3)β2,3 ← S(−4)β3,4 ← · · · .

Notons que l'inclusion E• ⊂ L• induit l'inégalité len(L•) ≥ len(E•) = g − d de laquelle
découle l'inégalité d ≥ `(C) + 2 du théorème 3.

On est ainsi réduit à détecter et construire un sous-complexe E• ⊂ L• dé�nissant une
scroll rationnelle normale X de dimension minimale.

Syzygies scrollaires. Soit p ≥ 2 et soit s ∈ Lp une syzygie linéaire de C. On note
V = V (s) le plus petit K-espace vectoriel tel que l'on ait un diagramme commutatif

Lp−1 ← Lp
∪ ∪

V ⊗ S(−p) ← S(−p− 1) ∼= 〈s〉

Ce diagramme s'étend en un morphisme de complexes entre le complexe de Koszul de V et
le complexe linéaire de C

S ← L1 ← · · · ← Lp−1 ← Lp
↑ ϕ2 ↑ ↑ ↑

∧pV ⊗ S(−1)
φ← ∧p−1V ⊗ S(−2) ← · · · ← V ⊗ S(−p) ← S(−p− 1)
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Proposition 10 [54] On a dim(V ) ≥ p + 1. Si l'égalité a lieu, l'idéal quadratique Is ⊂ S

dé�ni par
Is := Im(ϕ2 ◦ φ : ∧p−1V ⊗ S(−2)→ S)

dé�nit une scroll rationnelle normale de codimension p qui contient C. On dit alors que s
est une syzygy scrollaire.

Preuve (esquisse). Si dimV = p+ 1, on obtient un diagramme

S ←− S(−2)b1

↑ ϕ2 ↑
∧p+1V ⊗ S ∼= S

ϕ1←− ∧pV ⊗ S(−1)
φ←− ∧p−1V ⊗ S(−2)

où ϕ1 = (l0, . . . , lp) et ϕ2 = (m0, . . . ,mp) sont des vecteurs de formes linéaires. La compo-
sition ϕ2 ◦ φ a pour entrée les mineurs de

ϕ :=

(
l0 l1 · · · lp
m0 m1 · · · mp

)
qui engendrent par dé�nition l'idéal Is. Comme C est irréductible, on en déduit que la
matrice ϕ est 1-générique et il suit de [41, Cor.3.12] que Is est l'idéal d'une scroll X de
codimension p+ 1. On a par construction Is ⊂ IC donc C ⊂ X. �

Il découle des résultats précédents que gon(C) = g− p, où p ≤ g− `− 2 est le plus petit
entier tel qu'il existe une p-ème syzygy scrollaire s. Dans ce cas, la scroll X d'idéal Is véri�e
(6.2). De plus, le quotient des deux entrées de n'importe quelle colonne de ϕ détermine une
fonction rationnelle f sur Pg−1 dont la restriction à C dé�nit le morphisme gonal sous-jacent
au diagramme (6.2). La dernière étape consiste à caractériser algébriquement les syzygies
scrollaires.

Espace des syzygies scrollaires. Soit p ≥ 2 et soit ψp : Lp → Lp−1 la matrice des
syzygies, à coe�cients des formes linéaires en les indéterminées x = (x0, . . . , xg−1). Soit
y = (y0, . . . , yβ−1) de nouvelles indéterminées qui représentent s ∈ Lp dans une base donnée.
On a

ψp(x)

 y0

...
yβ−1

 = Ψp(y)

 x0

...
xg−1


pour une matrice Ψp(y) à coe�cients des formes linéaires en y. On a alors l'égalité
dimV (s) = rang(Ψp(y)), d'où il découle que l'espace des p-èmes syzygies scrollaires est
le sous-schéma

Yp ⊂ P(TorSp (SC ,K)p+1) ∼= Pβ−1

d'idéal engendré par les (p+ 2)× (p+ 2) mineurs de Ψp(y).

6.4 Algorithme et exemple.

On déduit de ce qui précède l'algorithme suivant, qui considère en entrée une courbe
canonique lisse C ⊂ Pg−1 de genre g ≥ 2 dé�nie sur un corps K, et qui renvoie la gonalité
de C et un morphisme gonal (possiblement dé�ni sur une extension de K).

1. Calculer le sous-complexe linéaire L• de C.

2. Soit p := g − `− 2. Tant que Yp est vide faire p := p− 1.
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3. On a gon(C) = g − p. Déterminer un point s ∈ Yp (extension de corps probable).

4. Calculer les morphismes ϕ1 et ϕ2 induits par s.

5. Retourner la restriction à C du quotient des premières entrées de ϕ1 et ϕ2.

Exemple. Considérons pour exemple basique la sextique plane à 4 noeuds (g = 6). Le
modèle canonique a pour table de Betti

1 − − − −
− 6 5 − −
− − 5 6 −
− − − − 1

et pour sous-complexe linéaire

(L•) : S ← S(−2)6 ← S(−3)5 ← 0.

L'espace Y2 ⊂ P4 des syzygies scrollaires de degré 2 est donné ici par les 4-mineurs d'une
matrice 6× 5 de formes linéaires. On véri�e que Y2 est union de 5 droites. Ainsi gon(C) =

g − 2 = 4, avec 5 morphismes gonaux. De fait, 4 morphismes gonaux correspondent aux
projections centrées en chacun des 4 noeuds et le dernier morphisme gonal correspond au
pinceau des coniques passant par ces 4 noeuds. Les morphismes gonaux sont ici dé�nis sur
une extension de degré au plus 5 de K.

Corps de dé�nition d'un morphisme gonal. Si K est un corps �ni, un morphisme
gonal est souvent dé�ni sur K (ou une petite extension de K) du simple fait que les po-
lynômes univariés sur les corps �nis ont fréquemment des facteurs de petits degrés. Dans
l'exemple ci-dessus, au moins l'un des 5 morphismes gonaux est dé�ni sur K dans environ
63% des cas.

Complexité. L'algorithme se résume in �ne à calculer l'idéal du modèle canonique C (si
la courbe d'entrée est une courbe projective quelconque), à calculer les syzygies linéaires,
puis à chercher les syzygies scrollaires via la résolution de systèmes polynomiaux détermi-
nantaux. Tout ceci peut se faire de manière e�ective via l'utilisation des bases de Gröbner.
Cependant, la complexité dépend exponentiellement du nombre de variables, qui peut po-
tentiellement lui-même être doublement exponentiel en le genre !

Ainsi l'algorithme ci-dessus a en pratique un coût prohibitif dès que le genre est trop
élevé. Par exemple, nous n'avons pas pu résoudre le système sous-jacent au calcul des
syzygies scrollaires pour une courbe générale de genre g ≥ 7 sur un corps �ni.

6.5 Variantes.

6.5.1 Courbes gonériques.

Si C véri�e une condition dite de "gonéricité" [117, Def.4.1] portant sur la valeur du
premier nombre de Betti β`,`+2 non nul, alors elle admet un unique morphisme gonal, et les
espaces Yp des syzygies scrollaires se calculent plus e�cacement. En particulier, le premier
espace non vide Yp est une courbe rationnelle normale de Pp−1 sur laquelle il est relativement
facile de déterminer un point. On a pu ainsi traiter des courbes de genre g = 9, voir [117,
Ex.4.8].
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Si de plus `(C) << g (impliquant une gonalité petite relativement au genre), on peut
remplacer la partie coûteuse du calcul du complexe linéaire L• de C par un calcul rapide
des premiers termes de la résolution totale F• desquels on déduit aisément l'idéal IX [117,
Prop.4.11]. Dans ce cas, on n'a plus accès à la matrice φ pour calculer la projection X → P1,
mais on peut utiliser une méthode basée sur les algèbres de Lie. On a pu ainsi traiter des
courbes de gonalité 4 et de genre g = 12, voir [117, Ex.4.13]. Cette méthode est particuliè-
rement bien adaptée pour la paramétrisation par radicaux qui ne concerne a priori que les
courbes de gonalité ≤ 4.

Quelles courbes sont gonériques ? Une courbe générale de genre g n'est malheureuse-
ment pas gonérique. Dans notre papier, nous énonçons cependant une conjecture qui assure
en particulier qu'une courbe générale de gonalité non maximale (le genre g étant �xé) est
gonérique [117, Conj.4.9]. Ce dernier point est maintenant un théorème, dû à G. Farkas et
M. Kemeny [45, Thm.0.4], duquel découle de nouvelles familles de courbes pour lesquelles
cette variante plus rapide de notre algorithme s'applique.

6.5.2 Courbes planes.

Si C ⊂ P2 est une courbe plane de degré d avec une singularité p de multiplicité maximale
ν, alors la projection C 99K P1 centrée en p dé�nit une application rationnelle de degré d−ν,
conduisant à une inégalité évidente

gon(C) ≤ d− ν.

Dans [95, 113] (et références a�érentes), les auteurs établissent des critères numériques en
fonction de d, g et ν (et plus généralement de l'ensemble des multiplicités des singularités de
C) qui assurent que l'égalité gon(C) = d− ν est atteinte (voir [117, Prop.4.14] pour un bref
résumé). Ils montrent en particulier que lorsque C admet un modèle planaire nodal avec au
plus (d/2−1)2 noeuds, alors la gonalité est d−2. Dans ces cas particuliers, une application
gonale se calcule aisément comme la projection centrée en une singularité de multiplicité
maximale. Notez que cela n'exclut pas qu'il existe d'autres types d'applications gonales,
comme le pinceau de coniques dans l'exemple de la sextique plane à 4 noeuds ci-dessus.

Dans le même esprit, on peut dans certains cas déduire la gonalité à partir du polygone
de Newton lorsque celui-ci est su�samment plat et que la courbe est générale relativement
à son polygone [27].

Dans tous ces cas spéci�ques, passer par un modèle plan est bien entendu préférable au
calcul coûteux des syzygies d'un modèle canonique.
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Résumé : Ce mémoire d'habilitation porte sur des problèmes de géométrie algébrique
e�ective et de calcul formel. Il se compose de trois parties.
La première partie porte sur mes travaux dans la lignée de ma thèse, à l'interface de
l'analyse complexe et la géométrie torique. Son but est de donner au lecteur un aperçu
de l'utilité du calcul résiduel multivarié dans les problèmes de prolongement algébrique
d'objets analytiques dans les variétés toriques compactes complexes.
La seconde partie, à visée plus algorithmique, concerne la complexité de la factorisation
des polynômes, problème fondamental du calcul formel. On décrit dans un premier temps
des méthodes de factorisation bivariée basées sur la géométrie torique, conduisant à des
algorithmes polynomiaux en le volume du polytope de Newton. On s'intéresse ensuite aux
méthodes de factorisation bivariée basées sur la résolution des singularités des courbes
planes. En�n on s'intéresse à la factorisation des polynômes univariés sur les anneaux de
valuations discrètes complets.
La dernière partie du manuscrit concerne deux autres problèmes relativement transverses.
L'un porte sur le calcul du degré et de l'équation du lieu �ex des hypersurfaces projectives
via la théorie des résultants multivariés, et l'autre porte sur le calcul de la gonalité des
courbes algébriques via l'étude des syzygies du modèle canonique.

Mots clés : Polynômes, variétés toriques, polytopes, résidus, résultants, factorisa-
tion, singularités, séries de Puiseux, corps locaux, algorithmes, complexité.
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