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Introduction

Ce stage est motivé par 'algorithme OM, un algorithme permettant de factoriser des polynémes
dans les corps valués complets tels que les corps de nombres p-adiques, les corps de séries de Laurent
ou leurs extensions finies. Cet algorithme, nommé en hommage a ses principaux artisans : Montes,
Ore, Mac Lane, et Okutsu, est déterministe. Une de ses applications est le calcul de bases intégrales
d’idéaux fractionnaires, ce qui permet de calculer des bases d’espaces de Riemann-Roch.

Pour comprendre 'utilité de se restreindre aux corps valués, on étudiera en Partie 1 les valua-
tions, anneau associé a celles-ci et les normes qu’elles induisent. Soient (K, v) un corps valué, L
une extension de K, w une valuation de L. On dit que w étend v si w|x = v. Une notion importante
étudiée dans ce mémoire est celle d’extension de valuation. En effet, ces extensions et les facteurs
d’un polynome dans le complété d’un corps valué sont en correspondance. La complétion est un
outil important, on en parlera en Partie 2. On y verra le théoréme suivant :

Théoréme 0.1. Soit L = K[X]/f, avec f irréductible et séparable. On note f = fi--- f., la
factorisation de f dans le complété de K par v. Les extensions de la valuation v dans L sont en
correspondance avec les facteurs de f.

En Partie 3, nous introduirons le polygone de Newton d’un polynoéme. Cela nous permet de
comprendre que les valuations des coefficients d’un polynéme jouent un réle important pour en
déterminer l'irréductibilité. C’est aussi un outil de 'algorithme OM. Pour démontrer les propriétés
du polygone de Newton, les extensions de valuation sont inévitables.

Dans la Partie 4, on considérera des anneaux particuliers, qui sont les anneaux de Dedekind.
C’est une notion plus générale que la principalité mais qui permet d’avoir un cadre plus large et
d’étre stable par fermeture intégrale dans une extension séparable et finie. Dans ces anneaux, on
peut définir des valuations grace a l'unicité et l'existence de la décomposition d’idéaux en produit
d’idéaux premiers. En étudiant la décomposition d’un idéal premier dans une fermeture intégrale,
on en déduit les extensions de la valuation qu’il induit.

Considérons A un anneau de Dedekind, par exemple Z, et K son corps des fractions. Soient L
une extension séparable finie de K, B la fermeture intégrale de A dans L et p un idéal premier de
A. Considérons la décomposition de l'idéal pB dans B :

pB=]]a"
q

ol les eq sont des entiers naturels tous nuls sauf un nombre fini. Les extensions de la valuation
p-adique sur K sont données par le théoréme suivant :

Théoréme 0.2. Soient v, la valuation associée a p dans A et f € K[X] tel que L = K[X]/f. Si
f = fi--- fr estla factorisation de f dans le complété de K pour vy, chaque facteur de f correspond
a un idéal q au dessus de p, i.e., eq > 0.

Ce résultat met en évidence le lien entre la factorisation d’'un polyndéme dans un complété et la
factorisation d’un idéal premier dans une fermeture intégrale.

On souhaite calculer des bases intégrales triangulaires d’idéaux fractionnaires pour faciliter le
calcul de bases de Riemann-Roch. C’est le sujet de la Partie 5. On aura besoin de semi-valuation
et de trouver des éléments minimaux selon ces semi-valuations. L’algorithme OM nous permet de
les obtenir. On se contentera de donner les fondations du raisonnement.



1 Corps valués

On expliquera dans cette partie ce qu’est une valuation sur un corps, les objets qui en découlent
et les différents types de valuations.

1.1 Valuations et anneaux de valuation
Définition 1.1. Une valuation sur un corps K est une application surjective v : K — I' U {oo}
avec I' un groupe abélien totalement ordonné et telle que Vr,y € K,

1. v(z) =400 <= =0,

2. v(zy) = v(z) +v(y),

3. v(z +y) 2 min(v(z), v(y)).

On dira que (K,v) est un corps valué avec I' son groupe de valuation. On notera T, le groupe de
valuation de v.

Définition 1.2. Soit I' un groupe abélien totalement ordonné. Un sous-groupe A de I est convezxe
st pour tout a € I' on a
0<a<betbe A = a€A.

Le rang de I' est le nombre de sous-groupes convexes propres de I'. Le rang d’une valuation est le
rang de son groupe de valuation.

Proposition 1.3. Une valuation est de rang 1 si et seulement si son groupe de valuation est
isomorphe (en respectant l'ordre) a un sous-groupe non trivial de (R, +).

Définition 1.4. Une valuation est dicréte si son groupe de valuation est discret.

Exemple 1.5. Soit K un corps.

1. L’application v : K — {0,00} définie par v(z) = 0 pour tout x € K* et v(0) = oo est une
valuation dite triviale.

2. Soit p un nombre premier. On définit application v, : Q — Z par v,(§) = ordy(a) — ord,(b)

pour tout a,b € Z x N*, ot ord,(a) est la plus grande puissance de p divisant a. C’est une
valuation dite p-adique.

3. Soit P un polynome irréductible sur K[X]. L’application vp est une valuation sur K(X),

définie comme précédemment par vp(4) = ordp(A) — ordp(B) pour A, B € K[X] et B # 0.

4. Sur K(X), Uapplication — deg est une valuation.
Remarque 1.6. Ce sont toutes des valuations discretes de rang 1.

Exemple 1.7. On considére le corps L = k(t, s), avec un k un corps fini ou le corps des rationnels
par exemple, muni de la valuation w définie sur k[t, s] par :

w <Z amslzfj) = r%ij_n((i,j), a;; #0).
i
Le groupe de valuation de w est Z* muni de lordre lexicographique et son corps résiduel est k. La
valuation v est dicréte de rang 2.

On a une notion d’équivalence de valuations.

Définition 1.8. On dit que deux valuations v et w sur un corps K sont équivalentes s’il existe un
isomorphisme ordonné v : 'y, — 'y, tel que w = yow.
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Remarque 1.9. Une valuation discrete de rang 1 est toujours équivalente a une valuation a valeurs
dans 7.

Définition 1.10. Un anneau de valuation d’un corps K est un anneau 0 C K tel que Vo € K*,
onaxr €0 ouzrtel.

Proposition 1.11. Soit (K,v) un corps valué.
— L’anneau O, := {x € K | v(z) > 0} est un anneau de valuation.
— Son groupe des unités est 0 = {x € K | v(z) = 0}.
— L’ensemble m, := {z € K | v(z) > 0} est l'unique idéal mazimal de O,. En particulier, O,

est un anneau local.

Proposition 1.12. En gardant les notations précédentes, on a pour tout x € K :
rem, <t ¢ 0,

Exemple 1.13. Les anneaux de valuation correspondant auz valuations de I’Exemple 1.5 sont
1. Pour la valuation triviale, on a O, = K
2. Pour p un premier, 0,, = {{ | a,b € Z x N*,p{ b} est l'anncau de valuation de v, sur Q.
3. De méme, 0,, = {4 | A,B € K[X]|,P{B} est Uanneau de valuation de vp dans K(X).
4. Quant & Uanneau de la valuation —deg sur K(X), on a 0_ 4o = K[X ' (x-1). Démontrons

cette égalité. Soient P,Q € K[X] tels que deg(Q) — deg(P) > 0. On note P = >, 0, X et
Q=>",b:X" avec apyby, #£0. On a

n m -1
L= xnom (Z aiX@'"> (Z biXim) .
Q =0 1=0

Comme n—m < 0, le premier terme appartient o K[X'|. Le deuziéme appartient clairement
a K[X™Y. Puisque by, # 0, on a > r b;X"™™ ¢ X 'K[X ] donc g € K[X Y (x-1). Ce qui
démontre Uinclusion O_ qeq C K[X 1 (x-1).

Montrons linclusion inverse. Soient P € K[X '] et Q € K[X ']\ X 'K[X"!]. Notons
P=3%",aX""etQ=>", Onab,#0, car Q n'est pas divisible par X~ '. Cela nous
donne

P B Xmax(n,m) Z?:O aiXifn

Q X max(n,m) ZZZO biXi—m
B Z?:O aiXH»rnax(n,m)fn
- ZZO bl,Xierax(n,m)fm ’

Le numérateur est de degré au plus max(n,m) et le dénominateur est de degré exactement
max(n, m) donc deg(P/Q) < 0. On obtient bien ['inclusion voulue.

Un ensemble important dans le cadre des valuations est le corps résiduel.
Définition 1.14. Le quotient O, /m, est le corps résiduel de (K,v), souvent noté k.

En fait, on a correspondance entre les anneaux de valuation et les anneaux associés a une
valuation.

Proposition 1.15. Soit & C K un anneau de valuation. Il existe une valuation v de K telle que
0= 0,.



Démonstration. On note & le groupe des unités de & et on considére le groupe quotient
r'.=K"/0o"
avec la loi x0* 4+ y0™ = xy0*. On considére la relation
xﬁ*gyﬁ*@%eﬁ.
C’est une relation d’ordre totale car & est un anneau de valuation. On considére la valuation

v: K — T'U{oo} telle que
{xﬁ*, sixe K*;
v() = .
00, siz =0.

On a directement v(zy) = v(x) + v(y). Montrons le point 3 de la Définition 1.1. Supposons que
v(z) < v(y). On a alors y/z € O et donc (v +y)/x = 1+ y/x € 0. Cela donne v(z + y) >
v(y) = min(v(z),v(y)). On obtient que v est bien une valuation sur K et, comme v(1) = 0, on a
o,=20. O

Corollaire 1.16. Les anneaux de valuation sont des anneauz locauz, 1.e., possédant un unique idéal
mazimal.

Pour montrer que deux valuations sont équivalentes, il suffit de connaitre leur anneau de valua-
tion.

Proposition 1.17. Deuz valuations de K sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme
anneau de valuation.

Proposition 1.18. Soient 0 et 0’ deux anneauzx de valuation sur un corps K avec les idéaux
mazimaux respectifs m et m'. Alors O = 0" si et seulement si m = m'.

Démonstration. Cela vient de z ¢ O si et seulement si z7! € m. O

1.2 Cas des corps de fonctions
On va s’intéresser dans cette partie aux valuations sur les corps de fonctions.

Définition 1.19. Un corps de fonctions algébriques d’une variable sur K est une extension algé-
brique finie F' de K(x), ou x € F est transcendant sur K.

On note K le corps des éléments de F algébriques sur K, appelé le corps des constantes.

Lemme 1.20. Soit & un anneau de valuation de F tel que K C 0. Alors K € 0 et KNP = {0},
ot P est l'idéal mazimal de 0. Autrement dit O est 'anneau de valuation d’une valuation v, ot v
est triviale sur K.

En considérant les anneaux des valuations triviales sur K, on obtient qu’ils proviennent de
valuations discréetes et de rang 1.

Proposition 1.21. Soient & un anneau de valuation du corps de fonctions F' et P son idéal
maximal. Alors on a :
1. P est un idéal principal.

2. Si P=t0, alors pour tout z € F non nul, on a une unique représentation de la forme z = t"u
pourn € Z et uw € O*. L’élément t est appelé une uniformisante de P.

3. O est un anneau principal. Plus précisément, pour P =t0 et I C O un idéal, on a [ = t"O
pour un certain n € N.



Pour démontrer cette proposition, on utilise le lemme suivant :

Lemme 1.22. Soient & un anneau de valuation du corps de fonctions algébriques, P son idéal
maximal et x un élément de P non nul. Supposons qu’il existe des élements x1,...,x, € P tels que
r1=x etx; € i P pouri=1,...,n—1. On a alors

n< [F: K(x)] < oco.

Démonstration. On sait que F/K(z) est une extension finie car x ¢ K d’aprés le Lemme 1.20 et
car le degré de transcendance de F'//K est égal a 1. Montrons que z1, ..., x, sont indépendants sur
K (x). Supposons qu'il existe une combinaison linéaire

Z wi(x)x; =0,
i=1

avec ;(z) € K(x). On peut supposer que les p; sont des polynémes en z et tels que z ne divise pas
tous les ;. Posons a; := ¢;(0) le terme constant de ¢;(x). On définit j € {1,...,n} par a; # 0 et
a; = 0 pour tout ¢ > 7. On obtient :

—pi(@)e; = pil)w.

i#]

Or, ¢;(z) € O car x € P. D’aprés les hypotheéses, z; € ;P pour i < j et @;(z) = xg;(x) pour i > j,
ou g;(z) est un polynéme en x. On peut alors réécrire I’égalité précédente comme suit :

—pi(z) = > soi<m>j—; +3 —g()

i<j i>j
Cela montre que ¢;(z) € P. On a ¢;(z) = a;+zg;(x) avec g € K[x] C 0, donc a; € PNK. Comme
a; # 0, cela contredit le Lemme 1.20 O

Démonstration. Démontrons 'affimation 1. de la Proposition 1.21. Supposons par I’absurde que P
n’est pas principal et prenons z; € P non nul. Il existe z5 € P\ 2;0. Comme z527" ¢ O, on
a Ty, Ly, € P donc 27 € 25P. De la méme maniére pour z; € P on peut construire z;,; tel que
x; € x;41P. Par induction, on obtient une suite infinie x1, x5, x3,... dans P telle que z; € x; 1 P
pour tout ¢ > 1. C’est impossible d’apreés le lemme précédent.

m

Dans I’Exemple 1.5.3, la valuation vg sur K(X) est triviale sur K et une uniformisante de son
idéal maximal est Q).

Corollaire 1.23. Tout anneau de valuation d’un corps de fonctions algébriques qui contient K
provient d’une valuation discréte et de rang 1.

1.3 Normes et valuations

Dans cette partie, on va normer des corps valués pour pouvoir considérer leur complété. Pour
cela, on se contente des valuations de rang 1 que 'on suppose a valeurs dans R.
Définition 1.24 (Norme). Soit K un corps. On appelle |.| : K — R une norme de K si |.| vérifie :
— |z| 2 0 pour tout v € K et || =0 < z=0.
— |zy| = |z||ly| pour tout xz,y € K.
— |z +y| < |x| + |y| pour tout x,y € K.



Définition 1.25. On dit que la norme est non archimédienne si |n| reste bornée pour tout n € N.
Dans le cas contraire, on dit que la norme est archimédienne.

Proposition 1.26. La norme est non archimédienne si et seulement si elle vérifie linégalité ultra-
métrique : |x + y| < max(|z|, |y|) pour tout z,y € K.

Démonstration. La réciproque est évidente. On note N une borne de |N|. Soient z,y € K tels que
|z| > |y|. Alors |z|¢|y|"~¢ < |z|™ pour 0 < e < n. On obtient que
" /e
4ol < 321l < N Dl
e=

Donc |z +y| < NV (1+n)/"|z| = NY/"(14n)"" max(|z|, |y|), et en prenant la limite de n en +oo,
on trouve bien l'inégalité voulue. O]

Exemple 1.27. La valeur absolue réelle est archimédienne.
On note |x|, = p~ @) la norme p-adique qui est une norme non archimédienne.

Définition 1.28. Deuz normes sont équivalentes sur K si elles définissent la méme topologie.

Proposition 1.29. Deuz normes |.|; et |.|2 sont équivalentes sur K si et seulement s’il existe s > 0
tel que |z|y = |z|5 pour tout x € K.

On pose E l'ensemble des classes d’équivalence des valuations par la Définition 1.8 et F' l'en-
semble des classes d’équivalence des normes non archimédiennes par 1’équivalence de la Définition
1.28.

Proposition 1.30. On a une bijection entre E et F. La bijection est donnée par [v] € E
[a*0] € F ou a > 1.

On peut donc donner la notation suivante :

Définition 1.31. Soit (K, v) un corps valué, supposons que v est discréte. On note K, le complété
de K par la topologie induite par une norme associée a la valuation v.

On verra dans la sous-partie 2.1 I'existence du complété pour une valuation. Ce complété ne
dépend que de la classe d’équivalence de la valuation, tout comme le complété d’un espace normé
ne dépend que de la classe de la norme.

Le complété de Q par la norme p-adique est le corps Q,. Le complété de F,(X) pour la valuation
vx est le corps des séries de Laurent en X a coefficients dans F,,, noté F,[[X]].

Théoréme 1.32 (Théoréme d’Ostrowski). Soit | | une norme non triviale sur Q, ou la norme
triviale vérifie |x|] =0 six =0 et || =1 sinon. On a
— S'il existe un entier n tel que 0 < |n| < 1, alors il existe un nombre premier p et un réel a,
tels que 0 < a < 1 et pour tout x € Q*, |z| = a®®.

— Sinon, il existe o réel tel que 0 < a < 1 et pour tout x € Q, |x| = |z|%.

Démonstration. 11 suffit de montrer les égalités sur N et on peut alors étendre sur Q.

— Soit n € N tel que 0 < |n| < 1. Il existe alors p premier divisant n tel que 0 < |p| < 1 par
multiplicativité de la norme.
Montrons que pour b € N, on a |b] < 1. On écrit b en base p, b = by + byp + -+ - + bpp",
alors |b] < (1 4+ h)M, ou M = sup(l,|2|,...,|p — 1]). De méme, pour les puissances de b
on note hy, la plus grande puissance de p dans le développement en base p de b*. On obtient



|b|¥ < (14+hy)M. On pose B = In(b)/In(p), on a hy, < kB. Ce qui donne |b| < MY (1+kB)Y*
pour tout k£ > 1. En faisant tendre k vers +o00, on obtient |b| < 1.

En utilisant cela, on montre que si ¢ est premier avec p, alors |¢| = 1. Pour tout k& € N* il
existe uy, et vy, des entiers tels que uip® + veg® = 1 et on a alors

1= (1] < |ug|[p®| + |velld®| < [p|" + |q]".

Si on avait |¢| < 1, & partir d’un certain rang le membre de droite serait strictement inférieur
a 1, ce qui est impossible.

Gréce a la décomposition en nombres premiers et en posant a = |p|, on obtient bien le résultat
attendu.

— Dans le second cas, on veut montrer que In(|z|)/In(z) est constant sur N\ {0,1}. D’abord,
sia € N tel que a > 1, on a |a| > 1, en réalité on a méme |a| > 1. En effet en reprenant le
calcul fait dans la premiére partie pour |p| < 1 on aboutirait a la trivialité de la norme. Posons
a = In(Ja])/In(a) pour un tel entier a > 1. On peut facilement montrer que 0 < o < 1. On
prend ¢ > 1 un entier et on écrit ¢* en base a, on a alors

hrp+1 1
‘C‘k < M|a’ 7
jal =1
ou M =sup(L,|2],...,]a—1|). Or, |h| < kC, avec C' = In(c) In(a). On a donc
Ck+1 _
|C’ < Ml/k(|a| 1)1/k.
jal =1
En faisant tendre k vers +o0o, on obtient |c| < [a| = c¢*. Cela donne In(|c|)/In(c) <
In(|a|)/In(a). Par symétrie, on obtient la réciproque et on peut donc retrouver le résultat
souhaité.
[
Les seules normes non archimédiennes de @ sont de la forme |.| = (), avec 0 < a < 1 donc

les seules valuations non-triviales de Q sont les valuations p-adiques (& équivalence prés). En effet,
pour p et ¢ deux nombres premiers différents, les valuations v, et v, ne sont pas équivalentes.

De plus, le théoréme d’Ostrowski assure que les seuls complétés de Q sont les Q, pour tout p
premier et R.

1.4 Extensions de valuation

Dans le cas des corps de fonctions, on a vu comment peut s’étendre une valuation triviale du
corps des constantes a une valuation non triviale sur le corps des fonctions.

L’objectif dans la suite de ce mémoire sera de comprendre comment les valuations peuvent
s’étendre sur un sur-corps. Nous verrons que cela dépend du type de ’extension.

Définition 1.33. Soient (K, v) un corps valué, L une extension de K et w une valuation de L. On
dit que la valuation w est une extension de v st v et w coincident sur K.

On pose (K,v) un corps valué et L une extension de K. A-t-on toujours une extension de la
valuation v sur L7 Le théoréme suivant assure l’existence :

Théoréme 1.34 (Théoréme de Chevalley). Soient K un corps, R C K un sous-anneau et p un
idéal premier de R. Alors il existe O un anneau de valuation de K tel que

RC O etmNnNR=np,

ot m est l'idéal maximal de O



Corollaire 1.35. [l existe une valuation w qui étend v sur L

Démonstration. Pour démontrer le corollaire, on utilise le théoréme précédent. On prend R = 0,
Il existe w une valuation de L tel que 0, C 0, et my, N O, = m,,.

Montrons que I'idéal maximal de &, N K est m,, N &,,. Il suffit de montrer que pour tout z € K,
r € my, N O, si et seulement si 27! ¢ O, N K.

Soit # € K tel que x € m,,NO,. D’apreés la Proposition 1.12, on a2~ ! ¢ &, donc 7! ¢ O,NK.
Soit x € K tel que x7* ¢ €, N K alors x € m,,. Comme 0, C O, NK,onaxz"! ¢ 0, donc z € m,
d’apreés la Proposition 1.12. Cela nous donne x € m,, N &,. Les idéaux maximaux de &, N K et O,
coincident, ce qui montre par caractérisation des valuations par leur anneau de valuation que w est
une extension de v. O

Dans la suite, on veut décrire I’ensemble des valuations de L dont la restriction a K coincide
avec v a équivalence prés. C’est un probléme fondamental, par exemple pour calculer des anneaux
d’entiers.

Exemple 1.36. Prenons [’extension quadratique Q(0) = Q[X]/(X?%—2) et cherchons les extensions
de la valuation 2-adique. Soit w une extension de vy sur Q(6). On a w(0?) = w(2) = v9(2) = 1 donc
w(f) = L. Soient a,b € Q. On a w(ab + b) > min(va(a) + 3, v2(b)). Or pour tous rationnels a et b,
on a toujours va(a) + 5 # va(b). On est dans le cas d’égalité, on a alors

w(ah + b) = min(ve(a) + 1/2, v2(b)).

On a montré qu’il existe une unique extension de la valuation vy sur Q(0).

Que se passe-t-il si on considére w une extension de la valuation 3-adique ? L’égalité 6% = 2
nous donne w(f) = 0. Soient a,b € Q. On a w(ab 4+ b) > min(vs(a),v3(b)). Comme précédemment,
on veult montrer qu’on a forcément égalité. Si vs(a) # v3(b), on a bien égalité. Sinon supposons
que v3(a) = v3(b) et w(ah + b) > min(vs(a),vs(b)). En multipliant par une certaine puissance de
3, on obtient w(a'0 +b') > 0 et v3(a’) = v3(b') = 0. En regardant la classe de o', V' et 6 dans le
corps résiduel de w, on a 0 +V =0, d #0 et b #0. Or, d, b € Fs, ce qui donne § € Fs. Cest
mmpossible puisque 0 = —1, mais —1 n’est pas un carré modulo 3. Cela démontre que pour tout
a,beQ, on a

w(ah + b) = min(vs(a), vs(b)).

Dans les deux exemples précédents, nous n’avons trouvé qu’une seule extension. Lorsque 1’on
a une extension transcendante, il existe une infinité d’extensions d’une valuation. Supposons que
L = K(X) avec X transcendant sur K et que v est une valuation discréte a valeurs dans R. Le
groupe de valuation est de la forme aZ avec o € R™.

Commencons par les extensions de la valuation triviale. On a vu des exemples de valuations sur
K(X) qui sont triviales sur K dans I'Exemple 1.5. Montrons que ce sont les seules.

Proposition 1.37. Soit w une extension de la valuation triviale de K sur K(X). S’il existe f €
K[X] tel que w(f) > 0, alors il existe P irréductible sur K[X] tel que w est équivalente a vp. Sinon,
w est équivalente a la valuation —deg.

Démonstration. Dans le premier cas, I’ensemble m,, N K [X] est non nul et posséde donc un élément
de degré minimal. On notera cet élément P = 3¢ a; X?. Puisque w(P) > min(iw(X)) et que w est
triviale sur K, on peut déduire que w(X) > 0, sinon le minimum serait atteint et serait strictement
négatif. On a alors K[X] C 0,,. Soit f € m,,NK[X]. On fait la division euclidienne de f par P dont
on note @ et R respectivement le quotient et le reste. On a alors w(f) > min(w(P) + w(Q), w(R)).
Comme deg(R) < deg(P), si R était non nul, on aurait w(R) < 0. C’est impossible puisque w(f) > 0
et w(P)+ w(Q) > 0. Donc f est divisible par P. Tout polynéme ) premier avec P vérifie donc
w(Q) = 0. De plus P est premier car si on pouvait écrire P = 1@y avec @1, Q2 € K[X], on aurait



w(@1) =2 0, w(Q2) 20, et w(Q1)+w(Q2) = w(P). L'un des deux est de degré 0, car sinon on aurait
un élément de degré strictement inférieur & P et de valuation inférieure a w(P). Cela démontre que
pour tout f € K[X], w(f) = vp(f)w(P). Donc w est équivalente a vp sur K(X).

Supposons maintenant que m,, N K[X] = {0}. Rappelons que 'on a pour tout x € K(X),
r ¢ m, si et seulement si 27! € O, grace a la Proposition 1.12. Montrons que K[X']|x-1).
D’abord, X ¢ m,, d’aprés ’hypothése donc X! € &, ce qui nous donne K[X '] C &,. Prenons
Yot oaX e KX\ (X1, on a ag # 0. Supposons par 'absurde que )" ja; X " € m,,.

— Siw(X) =0alors X € 0, et on aurait (>, ,a;X ) X" € m, N K[X]. C’est impossible.

— Sinon w(X) < 0, on aurait Y . a; X" € m, et donc ag € m,, N K[X]. C’est impossible car
aop # 0.
Cela démontre que Y ;' @, X" ¢ m,, donc (3.1 ,a, X )"t € O, On rappelle que O_4e =
K[X_l](X—l). On a montré que 0_ 4o C O,,. Si I'inclusion est stricte alors il existe f € 0, tel que
deg(f) > 0. Il existe donc g € K(X) de degré nul et n € N* tels que f = X"g. On a

fX gt =X e 0,

car deg(g) = deg(¢g~") = 0. L’uniformisante de &_ 405 est X! et on en conclut que K(X) C O,,.
Comme w est supposée non triviale, on a 0, C K(X) donc 0,, = 0_ 4e,. Par égalité des anneaux
de valuation, on en conclut que w est équivalente & — deg. O

On a donc décrit 'ensemble des extensions de la valuation triviale de K sur K(X).
Lorsque la valuation v n’est pas triviale sur K, on peut 1’étendre de la maniére suivante. On
suppose ici que le groupe de valuation de v est de la forme aZ avec o € RY.

Proposition 1.38. Soit A € R. L’application vy, définie par vy(f) := min;(v(f;) + jA) pour
f=> [:X9 et par vA(f/g) = va(f) — vAlg) pour tout f,g € K[X], définit une valuation sur
K(X).

Démonstration. Soient f(X),g(X) € K[X]. On a clairement vy(f + g) = min(vx(f),va(g)). Mon-
trons que vA(fg) = va(f) + va(g) : on a deja va(fg) = va(f) + valg)-

Il existe I un entier tel que vy(f;XT) = va(f) et vA(f;X?) > vA(f) pour tout i < I. On définit
un indice J pour g de la méme maniére.

Le coefficient devant X'/ dans h = fg est hyyy = 32, ;. ; fig;. Dans le cas ot i < I,
oA(fiX") > vaA(f), ce qui donne v(f;) > vx(f) — ¢A. Comme v, (g;X?) = v(g), on a alors v(f;g;) >
or() +va(g) — (i + A

Si j < J, on obtient la méme inégalité.

Sii=1etj=Jalors v(frgs) = oA(f) +vr(g) — (L + )\

On a donc v(hry) = ua(f) + va(g) — (L + J)A. Comme vy(fg) < v(hrys) + (L + J)A, on a
ur(fg) < ua(f) +va(g). D'on égalité.

Ainsi, vy est une valuation sur K[X] et on peut I’étendre & K(X) par la formule de I’énoncé. [

Remarque 1.39. La valuation vy est de rang 1.

Pour montrer que vy est une valuation sur K (X), il n’était pas nécessaire de supposer v discréte
de rang 1. Il suffisait de prendre A dans un groupe ordonné contenant le groupe de valuation de v.
Cependant cette hypothése est utile pour montrer la proposition suivante :

Proposition 1.40. Soient A1, Ao deux réels distincts. Les valuations vy, et vy, ne sont pas équiva-
lentes.

Démonstration. Supposons que A; > Ay. Montrons qu'’il existe f un polynome de K[X] tel que
f € 0y et [ &0, . Celaest équivalent a vy, (f) = 0 et vy,(f) < 0. On cherchera f de la forme
aX™ avec a € K et n € N*. Pour vérifier les inégalités précédentes, il faut que n et a vérifient
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—ndg > v(a) = —ndq. Puisque |A; — Ao > 0, il existe n € N* tel que n|A; — Ao| > «. 1l existe alors
b € aZ tel que —nAy > b > —n);. Par surjectivité de la valuation v, il existe a tel que v(a) = b.
Avec de tels a et n, le polynéme f = aX"™ vérifie bien les propriétés voulues. Les valuations vy, et
vy, N'ont pas les mémes anneaux de valuation, elles ne peuvent donc pas étre équivalentes. O

Remarque 1.41. Si \ n’appartient pas au groupe de valuation, alors on augmente strictement le
groupe de valuation.

La valuation vy sur K (X) est appelée la valuation de Gauss. On a la propriété suivante :

Proposition 1.42. La valuation de Gauss, notée ici w, vérifie Iy, =T’y et Ky, = HU(Y) on X est
transcendant sur K.

Démonstration. On comprend aisément que I',, = I',. Montrons que X € Ky est transcendant sur
ky. Pour cela, on considére des éléments ay, ..., a, € O, tels que Y, @ X' = 0. On obtient alors

w(dya; X") > 0 ce qui implique v(a;) > 0 pour tout ¢ = 0,...,n et donc @ = 0. Cela prouve la
transcendance de X.

L’inclusion #,(X) C &, est claire. Montrons l'inclusion réciproque. Soit h = f,/f, € O avec
fi1, f2 € K[X]. On peut écrire f; = c¢1g1 avec ¢ € K* et gy € O en prenant ¢ le coefficient de f; de
valuation minimale. De méme, on a fy = cogs avec co € K* et go € 0. On obtient h = cg, /g, avec
c=c/c; € K*. Comme h,g1,g0 € 0%, on ac € OF et donc h = g1 /G € ky(X). Cela démontre
Iégalité ry(X) = Ky O

La valuation de Gauss nous a permis de garder le méme groupe de valuation bien que le corps
de résiduel soit aggrandi. Considérons un exemple ot 'on est dans le cas contraire.

Supposons maintenant que le groupe de valuation de v est Z et considérons la valuation associée

a/\:\/i.Onposew:vﬂ.

Proposition 1.43. Le groupe de valuation associé a w est I'y, = Z P V27 et son corps résiduel
est Ky = Ky.

Démonstration. La premiére égalité est claire, démontrons la seconde. Pour f =" 1 a, X" € K[X],
considérons I'unique indice m tel que w(f) = w(a,, X™). En effet, on ne peut pas avoir deux indices
qui atteignent le minimum, car cela contredirait I'irrationalité de v/2. On a f = a,, X™(1 + u) avec

uem,. Sih=f/ge K(X)alors il existe c € K*,7 € Z et u,u’ € m, tels que h = cX"1E%. Si

h € 0%, alors w(cX") = 0, ce qui donne v(c) + T\/_§ = 0. Comme /2 est irrationnel on a v(c) = 0
et r = 0. Donc ¢ € 0} et comme U = =0, on a h = ¢ € k,. Cela montre I'égalité recherchée. [

Remarque 1.44. La valuation w n’est pas discréte. En effet, le groupe de valuation est dense dans
R, mais elle a le méme corps résiduel.

On expliquera ce phénoméne dans le cas des extensions finies grace aux indices de ramification

et aux degrés d’inertie.

1.5 Ramification et inertie

Soient (K, v) un corps valué, L une extension de K et w une extension de v sur L.

Définition 1.45. L’entier e, = [I'y, : I',] est Uindice de ramification de l’extension et l'entier
fw = [Fw 1 K| est le degrée d’inertie de l’extension. Si e, = f, = 1, on dira que 'extension est
immédiate.

Les entiers e, et f,, peuvent étre infinis.
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Exemple 1.46. — Dans l'extension (Q(0),w) de (Q,vs) dans I’Exemple 1.36, on a e, = 2 car
I'= %Z et I'y = Z. De plus, grice a l’égalité 0% = 2, on obtient k., = Ky, donc f, = 1.
— Pour la valuation de Gauss (K(X),w) qui étend (K,v), ot v est la valuation triviale, on a
ew =1 et f, = 00.

— Alors que pour lextension (K(X),w = v ) de (K,v), on a e, = o0 et f, = 1.

Lorsque I'extension est algébrique, les indices de ramification et les degrés d’inertie ne peuvent
pas étre aussi élevés qu’on le souhaite. C’est ce que nous dit le théoréme suivant, que I’on admettra :

Théoréme 1.47 (Inégalité fondamentale). Supposons que L est une extension finie de K. La
valuation v de K admet un nombre fini d’extensions wq,...,w, sur L et on a

zr:ewifwi < [L: K]
i=1

Exemple 1.48. Dans Uestension (Q(0),w) de (Q,vs) de I’Exemple 1.36, on avait k, C K, car
0% =2 et —1 n'est pas un carré dans Fs. D’aprés Uinégalité, on a immédiatement I'y = Ty, et il n'y
a pas d’autre extension de v sur Q(0).

Exemple 1.49. On considére le polynome g = XP — X —t7' € K[X] avec K =], F,((t"/")), le
corps des séries de Puiseux muni de la valuation t-adique, notée v. Le polyndéme g est irréductible
dans K[X]. On le remarque en trouvant que o = t~/7 + t=UP =P L est une racine de g tel
que o ¢ K. De plus, les autres racines de g sont lesa+1,...,a+p—1. Si h € K[X] est un diviseur
de g de degré 1 < d < p, alors h est de la forme 28+ (da+c)z 4+ ouc e K et d # 0. On aurait
a € K si h existait, c’est imposible. Le polynéme g est donc irréductible sur K. Soit L = K(«).
L’extension L/ K est galoisienne de degré p. On note w une extension de la valuation v sur L. On
a w(a) = —=1/p. Or, le groupe de valuation de v sur K est Q et Kk, = Fp est algébriquement clos
donc on a e, = f, = 1. De plus, on admet que w est l'unique extension de v dans L. On a alors

1:Zewfw<[L:K]:p

w

ol w parcourt les extensions de v dans L. Dans ce cas la, ['inégalité fondamentale est stricte.
Dans le cas d’une extension séparable et d'une valuation discréte, on a toujours égalité.

Théoréme 1.50 (Egalité fondamentale). Soit L une extension séparable finie de K. Supposons que
la valuation v est dicréte de rang 1, alors v a un nombre fini d’extensions notées wy,...w, et on a
I’égalité :

> ewfuw, = [L: K],
=1

On verra dans la Section 4 une démonstration de cette égalité en utilisant les indices de ramifi-
cation et les degrés d’inertie d’idéaux dans les anneaux de Dedekind.

Exemple 1.51. Considérons Q(0) = Q[X]/(X?+5) et w une extension de la valuation vy sur Q(6).
Quel est lindice de ramification de w ? L’égalité 6> = —5 nous donne w(f) = 0 mais cela ne nous
permet pas de conclure. On remarque que (1 +0)(1 —6) = 6 nous donne w(l +60) + w(l —60) = 1.
En plongeant Uégalité 0> = —5 dans le corps résiduel, on obtient 02 = 1 et donc § =1 € Fy. On a
1+60=1-0=0 ce qui nous donne w(1+6) >0 et w(l—6) > 0. Comme 1 —0 =1+60—20 on a
w(l —0) = w(l+6). On obtient w(1 — 0) = 3 et par conséquent 37 C T, ce qui implique e, > 2.
D’apres 'égalité fondamentale, on a e, = 2, f, =1 et w est la seule extension de vy sur Q(0).
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Une extension de la valuation v dans L une extension transcendente de K n’est pas forcément
discréte, comme nous le montre la Proposition 1.43. Lorsque L est une extension finie de K et w
une extension de v sur L, on a [I',, : I',] < 0o. Si I', est discret, alors I, est discret. Par exemple,
si ', =7, il existe g1,...,9, € I'y, tels que 'y, = U;Zl g:Z: et on comprend que I',, est discret.

Corollaire 1.52. Soient L une extension finie de K et w une extension de la valuation v sur L.
Si v est une valuation discréte alors w ’est aussi.

Dans la prochaine partie, on se concentrera sur les corps complets et on verra que 'extension
de v au complété K, est immédiate.

2 Cas complet

Dans le reste de ce mémoire, on ne considérera plus que des valuations de rang 1. On pourra
donc les supposer a valeurs réelles.

Lorsque le corps valué est complet, on peut obtenir des résultats sur la factorisation de polynoémes
en étudiant leur image dans le corps résiduel. De plus, il n’y a qu’une seule extension de la valuation
v sur L lorsque K est complet et L est algébrique sur K. Cela nous permettra de relier la notion
de factorisation a celle des extensions de valuation.

2.1 Complétion

On commence par expliquer le procédé de complétion qui nous permettra de comprendre 'ex-
tension de la valuation sur le complété.

Définition 2.1. Un corps valué (K, v) est complet si (K, |.|) est complet pour |.| une norme associée
a la valuation v.

~

Théoréme 2.2. De tout corps valué (K, v), on peut construire (K,v) un corps valué complet, ou
K y est dense.

Démonstration. Prenons R I'anneau des suites de Cauchy de (K, v) et considérons 'idéal maximal
m des suites convergeantes vers 0 selon la valuation v. La suite (a,)nen € K converge vers 0 si
v(a,) tend vers +oo lorsque n tend vers +oo. Définissons le quotient K = R/m. Le corps K se
plonge dans K en envoyant chaque élément a € K sur la classe de la suite constante égale a a. La
valuation v s’étend sur K de la maniére suivante. Pour a € K et (@n)nen un représentant de a, on
pose

0(a) = lim v(a,).

C’est équivalent a poser |a| = lim,,_, |ay,|,. Cette limite est bien définie. En effet, on a ||a, | —|am,|| <
|a,, — a,,| pour |.| une norme associée a v. La suite (|a,|), C R est de Cauchy. Par complétude de R,
elle converge. Par équivalence, la suite (v(ay,)), converge dans RU{oo}. De plus, 0 est une valuation.
En effet, (0) = +o0 et si pour a = (a,), € K on a 0(a) = 400 alors lim,_, a, = 0. D’aprés la
définition de K on a alors a = 0. Prenons a = (ay), et b = (b,), dans K. On a

A

v(ab) = limv(a,b,) = limv(a,) + v(b,) = limv(a,) + limv(b,) = 0(a) 4+ v(b).
Supposons que d(a) < ©(b). A partir d'un certain rang, on aura min(v(a,),v(b,)) = v(a,). Dans
le cas ot 0(a) = 0(b) on a min(v(a,),v(b,)) —» ©(a). On en déduit que lim, min(v(a,),v(b,)) =

min(d(a),v(b)). On obtient

t(a+b) = lign v(a, +by) = 1171111 min(v(a,),v(b,)) = min(v(a), v(b)).
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L’application v est bien défini et est une valuation éténdant v sur K.

Montrons que K est dense dans K , puis que K est complet. Soient o € K et (an)n € KN un
représentant de la classe de a. Pour tout n € N, on pose a,, € K la classe de la suite constante
égale a a,. Soit € > 0. Il existe N € N tel que |a,, — a,,| < € pour tout m,n > N. Pour n > N fixé,
la suite (€ — |a, — am|)m est une suite réelle de Cauchy, donc elle converge. De plus, la suite est
positive donc elle converge vers un réel positif. Cela nous donne |a,, — a| < €. On a démontré que
K est dense dans K.

Il reste & montrer que K est complet. Soit (cvn)n une suite de Cauchy a valeurs dans K. Pour
tout n € N, par densité, il existe a,, € K tel que |a,, —a,| < % Comme la suite (), est de Cauchy
et que lim,, .. (v, — a,) = 0, la suite (a,), est aussi de Cauchy. Prenons « € K la classe de (an)n-
La suite (a,), tend vers a donc («,), tend vers a. Cela démontre la complétude de K.

m

Proposition 2.3. La valuation v s’étend de maniére unique dans K.

Démonstration. Cela vient de la densité de K dans K. Prenons w une extension de v dans K. Soit
a € K. 1l existe (ay), une suite de K convergeant vers . On a donc lim,, ., w(a, — @) = +oo. 1l
existe N € N tel que pour tout n > N, on ait w(a — a,) > w(a). On obtient w(a) = v(a,) puisque
le minimum est atteint dans w(«) > min(w(a — ay,), v(ay,)). Cela démontre que la suite (v(ay,)), est
stationnaire,converge vers w(a) et que w(a) = 0(w). O

De plus, la démonstration précédente nous donne que le groupe de valuation de v est égal a celui
de v. Quant au corps résiduel, on a la proposition suivante, que 'on admettra :

Proposition 2.4. Soient O l'anneau de valuation de K, O celui de K, et m et m leur idéal maximal
respectif. On a O/m = O /m.

L’extension de v sur K est donc immédiate. Dans la suite, on notera K, le complété de K pour
la valuation v et on gardera la notation v pour désigner 'extension de v sur K.

2.2 Meéthode de Hensel-Newton

La méthode de Newton nous permet d’approximer des zéros de fonctions a condition que la
dérivée ne s’annule pas proche du zéro. Pour les corps valués complets, nous avons une méthode
similaire pour approximer les racines de polynomes a coefficients dans leur anneau de valuation.
Dans cette partie on supposera toujours que les corps valués sont complets pour la norme associée
a leur valuation.

Proposition 2.5 (Méthode de Hensel). Si (K, v) est un corps valué ot v est une valuation discréte
de rang 1 et P un polynome a coefficients dans O, l’anneau de valuation. On note p 1’idéal maximal
de 0. Alors, on peut approrimer une racine de P grdce a la méthode de Hensel dans le cas ou il
existe xg € O tel que P(xg) =0 (mod p) et P'(xy) Z (mod p).

Détaillons d’abord la méthode de Hensel pour K = @Q,, le corps des nombres p-adiques.

On considére P un polynoéme dans Z[X] et xy € Z une racine de P (mod p), donc telle que
P(z) =0 (mod p).

On suppose que P'(zg) Z 0 (mod p). On pose x; € Z tel que 1 = %%ﬁo (mod p?). D’aprés
la formule de Taylor, il existe C' € Z tel que P(z1) = P(xo) + (z1 — x0) P'(20) + (21 — 10)*C. Comme
21 — 29 =0 (mod p) on a P(x;) =0 (mod p?).

Dans le cas général, si P(x;) = 0 (mod p"), en posant x;41 € Z tel que z;1; = x; — 1];,((?))
(mod p**), on obtient P(z;41) = 0 (mod p**) en procédant comme précédemment. Il reste & com-

prendre pourquoi on peut toujours diviser par P’(x;). En utilisant une formule de Taylor, on trouve
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P'(z;) = P'(z;41) (mod p). Par récurrence, on obtient P’(x;) # 0 (mod p), donc P’(z;) est premier
avec p et inversible modulo p"™ pour tout n entier.

On obtient une suite de Cauchy (;);en qui approxime une racine de P. En effet, puisque Q,, est
complet, la suite (z;);en converge dans Q, vers une racine de P. Plus précisément, (x;);cn approxime
une racine modulo p?'.

On peut reprendre le méme procédé pour K = k((t)), avec k un corps fini ou Q, P € k[t][X] et
xo € k[t] tel que P(z9) =0 (mod t). Montrons ce que cette méthode donne sur un exemple.

Exemple 2.6. On prend P(X) = X?—t—1, on se place dans le complété de Q(t) pour la valuation
t-adique qui est QI[t]].

— P se factorise sur le corps résiduel : P(X) = (X —1)(X +1) (mod t), on prend alors xy = 1.
C’est une racine simple de P mod t. On peut donc utiliser la méthode de Hensel pour trouver
une racine de P.

— D’apres la méthode, on pose 1 =1+ % (mod *). Ce qui nous donne P(xy) = t*/2 (mod ¢*)
et P'(x1) =2+t (mod t4).

— Onazy=1+%{ -5 4+ 8 (mod t).

n—1 1><3><--~><(2n—3)tn
)

En continuant le procédé, on remarque que l'on obtient la série 1+ 5+ ,(—1) I 3

ce qui correspond au développement en série entiere de \/t + 1.

On a besoin de se restreindre a des valuations afin d’utiliser les modulo. En effet, si la valuation
n’est pas discréte cette méthode ne fonctionne plus.

Exemple 2.7. Prenons K = J,-, F,((tY/™)) muni de la valuation t-adique. On note m l'idéal
mazimal de l'anneau de valuation. On a m* = m. Dans cet exemple v(x) > n n'est pas équivalent
avec x € m". Or l’équivalence est vraie pour une valuation discréte. C’est ce qu’on utilise dans la
premiére méthode.

En utilisant le méme polynome que dans ['exemple précédent, on peut prendre xo = 1 et puis
x; = 1 pour tout i > 1 qui vérifie bien les hypothéses demandées et la relation de récurrence. Or, la
suite (x;); ne tend pas vers une racine de P.

Pour pouvoir raisonner sur les valuations non discrétes, il est important d’étudier les suites de
fonctions grace a leur valuation et non modulo des puissances de I'idéal maximal, comme démontrer
dans la proposition suivante :

Proposition 2.8. Soient v la valuation de K supposée de rang 1, O son anneau de valuation et
P € O[X]. Supposons qu’il existe xo € O tel que v(P(xg)) — 2v(P'(x0)) > 0. La suite définie par
Ti1 = x; — P(x;)/P'(x;) € O pouri > 0 converge vers une racine de P dans O'.

Démonstration. On pose 0 = v(P(xg)) — 2v(P'(z0)). On a v(P(x)) = 0 et v(P'(z9)) = 0, ce qui

donne v(P(xg)) — v(P'(xg)) > 0 grace a I'hypothése de départ. L’élément 5((“;%)) est de valuation
positive, donc il appartient & I'anneau de valuation. On pose 1 = xg — % € 0. Montrons les

assertions suivantes :
1. v(zy — x9) = § + v(P'(x0)).
2. v(P(x1)) —2v(P'(z0)) = 2.
3. v(P'(x0)) = v(P'(x1)).
4. v(P(x1)) — 2v(P'(z1)) = 20.
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La quatriéme assertion est directement donnée par les trois premiéres. La premiére assertion se
déduit directement de la définition de z;. D’aprés une formule de Taylor, il existe C' € & tel que
P(x1) = P(x)+ (21 —20) P'(20)+(21—20)*C (voir Remarque 2.8). Comme P(z¢)+(z1—x0) P'(z0) =
0, on a

v(P(z1)) = v((71 — 70)*C) = 2v(z1 — 10) = 20 + 20(P'(20)).
De plus, par le méme raisonnement sur P’, il existe C' € & tel que P'(x1) = P'(xo) + (21 — x0)C.
Or, on a
v(P'(x9)) < v(P(x0)) +v(P'(x0)) = v(x1 — 20) = v((11 — 20)C),

donc v(P'(z1)) = v(P’(xg)). On itére le processus de sorte a obtenir une suite. Soit ¢ € N. En effet,
sionaz; € 0 tel que A =v(P(z;)) —2v(P'(x;)) > 0 et que 'on pose ;41 = x; — P(x;)/P'(x;) € O,
alors les assertions suivantes sont vérifiées

— v(xip —x) =2 A+ v(P'(x;)).

— v(P(xip1)) — 20(P'(x;)) = 2A.

— v(P'(x)) = (P (wi41))-

— v(P(zi1)) — 20(P'(2i41)) 2 2A.
On peut les démontrer de la méme maniére que pour 7 = 0.

Par, récurrence, on obtient que la suite (x;);eny & valeurs dans & est bien définie et vérifie :

— v(P(x,)) = 2" + 2v(P'(x0)).

— (Tpp1 — xn) =20 + v(P'(10)).

La suite (z;); est de Cauchy, puisque K est complet, elle converge vers x € K une racine de P.
Puisque la suite (v(x,)), est positive, on obtient v(z) > 0 et donc x € &.

0

(P) b))

Remarque 2.9. La constante C' issue de la formule de Taylor est de valuation positive car ~——;

0. En effet, on a (X:L# € Z[X] car W =)

Contrairement a la méthode précédente, on ne se contente pas d’une valuation discréte. Mais
I’hypothése du rang est importante.

Si la valuation v était de rang supérieur ou égal a 2, alors les assertions données dans la méthode
précédente resteraient vraies mais on ne pourrait pas conclure que (z,), est une suite de Cauchy.
C’est ce qu’'on verra dans l’exemple suivant.

Exemple 2.10. Reprenons les notations de I’Exemple 1.7 et prenons P = X% —t — 1. L’élément
xo vérifie bien Uhypothése de départ. En effet, v(P(xq)) — v(P'(z9)) = (0,1) > (0,0). On a donc
§ = (0,1), mais linégalité v(zy 1 — x;) = 2'6 ne nous permet pas de conclure car 26 < (1,0).
La méthode de Hensel ne nous permet pas de conclure. De plus, la suite (x;); ne converge pas car
v(z? —1—1) < (1,0) pour tout x € L. Sivs(x) # 0 alors c’est clair, sinon on utilise le fait que 1+t
n'est pas un carré dans k(t).

2.3 Lemme de Hensel

Les valuations sont toujours supposés de rang 1 et a valeurs réelles. Lorsque (K, v) est complet,
nous avons un résultat de factorisation des polyndémes en étudiant leur image dans le corps résiduel.
Si K = Q,, alors le corps résiduel est le corps fini IF),. Etudier la factorisation sur le corps résiduel
est souvent plus simple.

Théoréme 2.11 (Lemme de Hensel). Soient K un corps valué complet, € l'anneau de valuation
de K, p son idéal mazimal et k le corps résiduel. Soit un polynéme primitif f(zx) € O[x] ,i.e., tel
que f(x) Z 0 (mod p)), admettant une factorisation modulo p

f(z) =g(x)h(z) (mod p),
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o, G, h € rlx] sont premiers entre eux. Alors f(z) admet une factorisation f(x) = g(x)h(x) ou
g, 2] P g

g,h € O[], deg(g) = deg(9), g(z) = g(z) (mod p) et h(z) = h(z) (mod p).

Le Lemme de Hensel permet de démontrer le théoréme suivant : une valuation d’un corps complet
posséde une unique extension dans une extension algébrique.

Théoréme 2.12. Soit K complet par rapport a la valuation v. Alors v ne s’étend que d’une seule
maniére sur les extensions algébriques. Prenons L/K une extension algébrique de degrée fini n.
L’unique extension de v sur L, notée w, est donnée par la formule

w(a) =v(Ny/k(a))/n, Voe L.

Le complété K, posséde une unique extension de la valuation v, comme expliqué dans la sous-
partie 2.1. Elle est notée v. Prenons K, une cloture algébrique de K,. L’extension E/ K, est
algébrique et d’aprés le Théoréme 2.12, il existe une unique extension de v sur K, que I'on note .

Soient L/K une extension algébrique finie et w une valuation de L qui étend la valuation v de
K. Alors, on a L, = LK,. En effet, LK, est une extension finie de K, donc LK, est complet. De
plus, LK, est contenu dans L,, donc par minimalité de L, on a L, = LK,. On en déduit que
L,/ K, est finie et algébrique.

Tout K-plongement 7 : L — K, nous donne une extension w = @ o 7 de v. De plus, pour tout
K,-automorphisme ¢ de K, la composition ¢ o 7 nous donne un nouveau K-plongement 7. On
dira alors que 7 et 7/ sont conjugués.

Proposition 2.13. 1. Toute extension w de la valuation v vient de la composition w = voT
pour T un K-plongement de L dans K,.

2. Deux extensions o T et Uo T sont égales si et seulement si 7 et 7' sont conjugués sur IK,.

Démonstration. 1. Soient w une extension de v dans L et L,, le complété de L pour w. Comme
L, /K, est finie et algébrique, w est 'unique extension de v. Si on prend 7 : L, — K, un
K-plongement, alors vo 7 est aussi une valuation de L,,. Elle coincide avec w. On obtient bien

w=wvo (7|y) sur L et que 7| est un K-plongement de L dans K,.

2. Soient 7 et oo, avec o € Gal(K,/K,), deux plongements de L conjugués sur K,,. La valuation
¥ est 'unique extension de v dans K, car K, /K, est algébrique. On a par unicité o = o o,
donc v o7 = wooor. Les valuations de L induites par 7 et o o 7 sont donc les mémes.
Réciproquement, si 7,7’ : L — K, sont deux K-plongements tels que 7o 7 = 7 o 7/, alors on

pose 0 : 7L — 7'L le K-isomorphisme o = 7/ o7~!. On peut I’étendre en un K,-isomorphisme
o:7L.K, — 7L.K,

par densité et en utilisant ’égalité v o 7 = ¥ o 7/. On obtient un isomorphisme o qui fixe K,.
En étendant o en un K,-automorphisme de K,, noté &, on a 7/ = & o 7. On retrouve bien que
7 et 7/ sont conjugués.

O

Grace aux résultats dans le cas complet, on obtient un résultat dans le cas général :

Théoréme 2.14. On suppose que lextension L/K est engendrée par une racine, notée 0, d'un
polynome irréductible f(X) € K[X]. Les valuations wy, ..., w, étendant sur L la valuation v sont
en correspondance avec les facteurs irréductibles de f dans le complété K, :

f(X) = AX)™ - f(X)™

En effet, soit K, une cloture algébrique du complété de K par v. Les valuations w; étendant v sont
w; =voT; pouri € {l,....,r}, our;: L — K, est un K-plongement qui envoie 6 sur 0; une racine
de f; et ou T est Uextension de la valuation v de K, sur la cloture algébrique K,. Ces valuations
sont distinctes deux a deuz.
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Démonstration. Les extensions de v s’écrivent T o 7 avec 7 : L — K,, un K-plongement. On
comprend que 7,7’ : L — K, sont conjugués si et seulement si 7(6) et 7/(6) sont conjugués dans
K,, i.e., ’ils sont racines du méme facteur de f dans K,. Cela nous donne bien la correspondance
souhaitée. O

Remarque 2.15. Si f est séparable, les m; sont égaux a 1.

3 Factorisation dans les corps complets

Le dernier résultat de la partie précédente donne le lien entre la factorisation dans le complété
et I’ensemble des extensions de valuations. Un outil permettant d’obtenir des résultats sur cette
factorisation est le polygone de Newton. On verra dans cette partie le lien entre le polygone de
Newton, la factorisation d'un polyndéme et ses racines.

3.1 Polygones de Newton

On supposera K complet pour la valuation v. On consideére le polynéme f(X) = fo+-- -+ f, X" €
K[X], avec fo # 0 et f, # 0.

Pour construire le polygone de Newton associé & f, on construit les points P; = (j,v(f;)) pour
tout j = 1,...,n tels que f; # 0. Le polygone de Newton est la borne inférieure de I’enveloppe
convexe de ces points (voir Figure 1). Il est composé d’un ensemble de segments o, pour 1 < s < r,
ou o est le segment [P, ,, Pn.]et 0=mo<my; <---<m, =n.

FIGURE 1

V(ms) =0 fm,—1)

ms—mMs—1

La pente de o, est 75 = etonay < v < -+ < 7. On note [; = my et
ls = mg — mg_1 pour s > 1. On dira alors que f est de type (l1,v1;l2,72; -+, L Y). Sir =1, on
dira que f est pur.

Le polygone de f peut nous donner des informations quant & sa factorisation. Cela nous est

donné par le théoréme suivant :
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Théoréme 3.1. Supposons que f(X) € K[X] est de type (I1,71;l2, 725 -, Lr, 7). Alors, il existe
des polynomes gy, ..., g, € K[X] tel que f(X) = g1(X) -+ g-(X), ou gs est pur de type (I5,vs) pour
1<s<r.

Remarque 3.2. Les g, ne sont pas forcément irréductible.

Pour démontrer ce théoréme nous aurons besoin de quelques lemmes. On note v, la valuation
associée a A = —v, introduite & la Proposition 1.38.

Lemme 3.3. 1. v(f) = vs(f; X7) pour j =mg et j = ms_1.
2. vs(f(X) = 3o, <jem, iX7) > vs(f).
3. Si X # —75 pour tout s, alors vA(f) = vA(f;X7) pour un seul j et ce j fait partie des ms.

Démonstration. 1) 1l suffit de montrer que Vi # my on a v(f; X?) = vs(frn, X™) et vg(frn, X™) =
Vs(frm._, X™1). L’inégalité peut s’écrire :

T — My

US(ﬁ'Xi) - US(fmsXms) = (Z - m8> (
Sl { < mg, O voit bien que US(fZZ):;;ifmS)
2) On peut montrer que 'inégalité

Us(fiX) = Us(fin, X™) 2 0

est stricte pour ¢ & [ms_1,...,m|, ce qui justifie 'inégalité.

3) On peut faire un dessin pour s’en convaincre. Le j correspond & 7; < —A < ;41 si —\ est
coincé entre deux pentes. Si —\ est inférieur & toutes les pentes alors 7 = 0. Si —\ est supérieur a
toutes les pentes alors j = m,. O]

s(fi) = v(fm.) %)

< s et inversement si ¢ > m.

On comprend alors que pour un A quelconque, selon si vy(f) est atteint en un ou plusieurs
indices, on peut déterminer si —\ est une pente ou non du polygone de Newton de f. Selon les
indices auxquels la pente est atteinte on peut aussi en déduire la longueur de la pente (ou au moins
une minoration de la longueur).

Lemme 3.4. Si f(X),g(X) € K[X] sont purs de pente v, alors f(X)g(X) est pur de pente .

Démonstration. On a, d’aprés le lemme précédent, v_.(f) = v_(fo) = v_,(f,X™) et idem pour g
avec v_q(g) = v_y(go) = v_(gnX"), ot N est le degré de g.
On obtient v_(fg) = v_(fog0) = v—(fugn X™™), ce qui implique fg est pur de type (n +

Lemme 3.5. Supposons que f est de type (l1,71;l2,v2; ...l yr) €t g est pur de type (N,v) ou
v > .. Alors que fg est de type

(L, 75 losyos 5 by v NL ).

Démonstration. Comme v > 7, pour tout 1 < s < r, alors vs(g(x) — go) > v(g). Soit 1 < s < r, on
rappelle que v, correspond a la valuation v_,.

V=, | f(X)9(X) — g0 Z f; X7

msflgjgms

= v, | [(X)g(X) = f(X)go + f(X)g0 + 90 Z fiX?

Ms—1 gjgms

> min | o,(F(X)(9(X) = ))ovs {90 [ SO = S0 fixd

ms—1 Sjgms

> vs(f(X)g(X))
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De plus, si on note h(X) = f(X)g(X) alors le mgiéme coefficient de h est
thXms = gofms)(mS + ngfm57les—1 + -+ ngXme().

Comme v,(g; X*) > v,(go) pour tout 7 > 0 et que vy(f;X") > vy(fn,X™), en utilisant la propriéteé
ultramétrique de la valuation on obtient vg(h,,, X™) = vs(gofim. X™). Ce qui donne :

n(fXgX) =u a0 S X

ms—1<J<Ms

= Us (gO)Us(fmsXms)
= Vs(hp, X™*)

De méme, on peut montrer que vs(f(X)g(X)) = vs(hpm,_, X™1). Ce qui nous donne que s est
une pente de fg et qu’elle est au moins de longueur [, = my — m,_1.

Montrons que 7y est une pente du polygone de Newton de fg. Comme 7 est strictement supé-
rieure & toutes les pentes de f, on a v_(f) = v_(fuX"™) et v_(f;X") > v_,(f,X"™). On a donc

v (F(X)g(X) = fuX"g(X)) > vy (f9).

v (F(X)9(X)) = v ([ X"g(X))
= U*’y(anngO)
= v_y(h,X")  (se démontre comme précédemment)

On a aussi

v (f(X)g(X)) = v (fnX"g(X))
= U—W(anngNXN)

=V (hn+NXn+N)

Donc v est une pente de fg de longueur minorée par N. Par maximalité, comme deg(fg) =n+ N,
on a forcément que fg est de type (I1,71; 12,25 - -5y ey N, 7). ]

Lemme 3.6. Soit A € R. On considére v la valuation associé a \. Soient F(X) € K[X] et G(X) =
Go+ -+ GnX"N € K[X] qui vérifie v(GyXY) = v(G) et N < deg(F). On note respectivement @
et R le quotient et le reste de la division euclidienne de F par G. Alors, on a v(Q) + v(G) = v(F)
et v(R) = v(F).

Démonstration. On note deg(F) =n. On a deg(Q)) =n — N et deg(R) < N.

Pour tout £ > N on a
i+j=k
0<i<N
0<j<n—N
Pour k = n, on a F,, = GNQ,_y donc v(F,X") = v(GyXY) + v(Qn_nyX""N). On a alors v(G) +
v(Qn-nX"N) > v(R). Puis, on procéde par induction. Soit j/ > N. On suppose que Vj > j’
v(G) +v(Q;X7) = v(R). En considérant le N + j'-iéme coefficient de F', on obtient

v(GyXNQy X)) = min(v(Fyyp XV), 0(GX'Q;X7)) avec j tel que j' < j < N)
> v(F) (par induction.)

On trouve '
v(G) +v(Qy X7 = v(F) pour tout 0 < j' < n — N.

On obtient v(G) + v(Q) = v(F) en prenant le j' ot le minimum est atteint. On obtient alors
directement la deuxiéme inégalité en utilisant I'inégalité ultramétrique sur R = F — QG. O]
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Lemme 3.7. Soient A € R, v la valuation associée a X et f = fo+ X+ + [, X" € K[X], avec
fo # 0 et f, # 0. On suppose qu’il existe 0 < N < n tel que v(fxXN) = v(f) et v(f;X7) > v(f)
Vj < N. Alors f = gh, ot g,h € K[X] ont les degrés respectifs n et n — N.

Démonstration. 1l existe A > 0 tel que

On considére G, H € K[X] tels que
deg(G) = N et deg(H) < n— N, (1)

et
o(f—G)=zu(f)+4A, vH-1)=A. (2)
On définit § par v(f — GH) = v(f) +6. On a § > A. En effet v(G) = v(G — f+ f) = v(f) car
v(G — f) > v(f) ce qui donne v(f — GH) > min(v(f — G),v(G — GH)) > v(f) + A.
On considére G, H qui vérifient (1) et (2) et on cherche G*, H* qui les vérifient aussi et tels que
> A+6.
On a v(fxXN) = o(f), v(f;X7) > v(f) pour tout j < N et v(f —g) = v(f) + A, on peut
montrer que v(GyXY) = v(G).
On pose L = f — GH. On fait la division euclidienne de L par G et on obtient
— L=QG+R,
— deg(Q) #n — N et deg(R) < N,
— v(Q) = d et v(R) = v(f)+0.
On pose alors G* = G+ R et H* = H + (). On voit que G* et H* vérifient bien (1) et (2).

0" +o(f) =v(f - G"H")
(H —1)R+ RQ)
min(v(H — 1) + v(R),v(R) + v(Q))

v(f)+ 0+ A, car A <.

v
v

VoWV

Pour commencer, on peut prendre G° := Zfio fi, HY :==1 et 6° = A et on construit la suite comme
précédemment en itérant tant que 6 < +oo. On obtient une suite de polynémes G, H convergeant
vers des polynomes g, h (on utilise la complétude de K) tels que f = gh. O]

Démonstration du théoréeme. Le Lemme 3.7 nous permet de factoriser f, tant que son polygone de
Newton ne se résume pas & un segment. Les Lemmes 3.4 et 3.5 nous permettent de comprendre la
forme des polygones de Newton de la factorisation de f. O]

Exemple 3.8. Le polynome f(X) = 5°X5 + 30X* + 572X% 4+ 3X + 5 € Qs[X] a un polygone de
Newton composé de deuz segments (voir Figure 2). Il est donc réductible dans Q5[ X].
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FIGURE 2

3.2 Conséquences
On considére toujours K complet.
Proposition 3.9. Un polynome irréductible dans K[X]| est pur.

Remarque 3.10. Un polyndéme pur n’est pas forcément irréductible. En effet si on prend le polynéme
f(X) = X?—4 € Qy[X] (voir Figure 3), il est pur mais réductible.

v

[
ro
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FIGURE 3

Proposition 3.11. Un polynéome pur dont le polygone de Newton ne passe pas par un point entier,
sauf aux extrémités, est irréductible.

Corollaire 3.12 (Critére d’Eisenstein). Soient A un anneau factoriel, K son corps des fractions et
P(X) =" aX" un polynome a coefficents dans A. On suppose qu’il existe un élément premier
p de A tel que

— p divise a; pour i € {1,...,n— 1},
— p ne divise pas a,,
— p? ne divise pas ag.

Alors P(X) est irréductible dans K[X].

C’est une application directe de la Proposition 3.11, en tracant le polygone de Newton on
remarque que, hormis aux extrémités, il ne passe par aucun point entier.

3.3 Lien entre polygone de Newton et valuations des racines

On a vu précédemment le lien entre extensions d’une valuation et factorisation d’un polynéme.
Dans cette partie on verra le lien entre le polygone de Newton et les valuations de ses racines.

Proposition 3.13. Soient f(X) = ag + a1z + - -+ + 2", apa, # 0, un polynoéme a valeurs dans
K, v une valuation sur K et w une extension de v sur L le corps de décomposition de f. Si f est
de type (l1,7v1;l2,v2; - -3 Ly yr) alors [ a précisément l; racines de valuation —-;.

Démonstration. Diviser f par a, revient & décaler le polygone vers le haut ou vers le bas. On

supposera que a, = 1. On note a1, ...,a, € L les racines de f et m; < --- < myy; tels que :
w(ay) =+ =w(as,) =my
w(as,41) = = w(as,) = my
w(ag 1) =+ = w(an) = M

En utilisant les relations entre les coefficients et les racines, on obtient :

v(a,) =v(1) =0

v(an_1) = miin(w(az-)) =my

v(an2) > min(w(aa;)) = 2m,
2¥)

V(ap_g,) = ilmi? (w(agy ...as)) = s1my
eoisy

Dans la derniére ligne, on a égalité car le terme ;- - - oy, est de valuation strictement plus petite
que tous les autres.

V(An—s-1) = min (w(a, ...a; ) = simi +ma,
11,...,Zsl+1

V(An—s—2) = min (w(a, ...a;, ,)) = s1m + 2mo,
11,...,Zsl+2

V(ap_s,) = ilmi? (w(ag, ... a;,,)) = simy +masy
IARRS RS- 5]
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Grace a cela, on en déduit que les sommets du polygone de Newton sont (de droite a gauche)
(TL, O), (TL — 51, S1m1), (TL — S9,81M + (82 — Sl)mz), Ce

Et on peut montrer que les pentes (de droite a gauche) sont bien les —my, ..., —m,. Ce qui démontre
bien le résultat. O

4 Anneaux de Dedekind

Les propriétés des anneaux de Dedekind permettent de définir des valuations sans devoir se
contenter du cadre factoriel ou principal. De plus, cette notion est stable par fermeture intégrale
dans une extension séparable et finie, contrairement a la principalité.

4.1 Cloture intégrale

Définition 4.1. Soient R un anneau et A un sous-anneau de R. On pose C' ’ensemble des éléments
de R qui sont entiers dans A, i.e., qui sont annulés par un polyndéme unitaire a coefficients dans A.
On appelle C' la fermeture intégrale de A dans R.

Lemme 4.2. Soient R un anneau, A un sous anneau de R et x un élément de R. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1. x est entier sur A.
2. Alx] est un A-module de type fini.
3. Il existe B un sous-anneau tel que A C B C R, x € B et B est un A-module de type fini.

Démonstration. Les implications 1. = 2. et 2. = 3. sont directes. Démontrons que 3. implique
1. Si x est inclus dans un A-module de type fini, notons le B, alors A[z] C B. On en déduit que Alzx]
est de type fini. L’ensemble {z" | i € N} engendre A[z]. Puisque A[z] est de type fini, on peut en
extraire une famille génératrice finie, disons {z° | 0 < i < N} pour N € N. On a alors lexistence de
ag, . ..,an € Atels que 2V = anzN +- - +ar+ag. Le polynome XV —any XV — - —a X —
est unitaire et a coefficients dans A et annule x. L’élément = est donc entier sur A. O

Proposition 4.3. La fermeture intégrale de A dans R est un anneau.
C’est une conséquence du lemme précédent, on utilise la 3-iéme caractérisation.

Remarque 4.4. Si A est intégre et R = Frac(A), on parle de cloture intégrale. Si A est égal a sa
propre cloture intégrale, on dit qu’il est intégralement clos.

Proposition 4.5. Un anneau de valuation est intégralement clos.

Démonstration. Soient & un anneau de valuation et K son corps des fractions. Soit € K entier
sur ¢. Montrons que = € ¢. On suppose par 'absurde que = ¢ &. Par la Proposition 1.12; on
a x”! € m, ol m est I'idéal maximal de &. Soit P = X" + a, 1 X" ' + -+ + a9 € O[X] un
polynéme unitaire annulant z. En multipliant P(z) par 27", on obtient 1 € m. C’est impossible,
donc forcément x € 0. m

Dans la suite, on notera A un anneau intégre, K son corps des fractions, L une extension de K
et B la fermeture intégrale de A dans L.

Lemme 4.6. Si L est une extension finie de K, alors L = KB.
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Démonstration. On a clairement l'inclusion KB C L. Pour la réciproque, on prend y € L. Comme
'extension est finie, il existe P € K[X] unitaire tel que P(y) = 0. Or, il existe a € A tel que aP(X) €
A[X]. Notons P = Zle a; X" avec a; € K. On a a?P = a’X? + aaq_1 (a1 X9 1) + .- + aay. En
posant Q = X%+ aag_1 X1+ aag o X2 + - + a%ag, on obtient a?P(X) = Q(aX). Cela montre
que ay € B, car ay est annulé par ) un polynéme unitaire a valeurs dans A. Cela nous donne
y € KB. On a bien montré ’égalité des deux ensembles. O

Remarque 4.7. Comme K = Frac(A) et A C B, on a aussi Frac(B) = L.

On rappelle que pour tout « € L, Try k() est la trace de 'endomorphisme

L L
Tx:{ —
Y —> TY.

Si L est une extension séparable et S l’ensemble des K -plongements de L dans K une cloture
algébrique de K, alors on admet que Trp x(z) = > _go(x) (voir [9]). De plus le discriminant
d'une famille (z1,...,2,) € L™ est d(x1,...,2,) = det((Trr/x (2:25))1<ij<n)-

Lemme 4.8. Supposons A intégralement clos. Six € B, i.e., x est entier sur A, alors Try x(x) € A.

Démonstration. Pour tout o € S, o(z) est entier sur A, car il est annulé par le polynéme unitaire
a coefficients dans A qui annule 2. On trouve Try x(x) € K N B et, puisque A est intégralement
clos,ona KN B = A. O

Grace a ce lemme, on peut montrer que la notion d’anneau noethérien est stable par passage a
la fermeture intégrale dans le cas d’une extension séparable.

Proposition 4.9. On suppose A intégralement clos et L/ K séparable de degré m. Il existe alors
deux sous A-modules libres M et M’ de L tels que

M cC Bc M.

En particulier, B est un A-module de type fini si A est noethérien, et est libre de rang m si A est
principal.

Démonstration. Soient aj,...,a, € L formant une base de L/K. On peut les prendre dans B a
multiplication par un élément de A prés. Sid = d(aq, ..., q,) est le discriminant des «; dans L/ K,
on a dB C Aoy + -+ + Aaq,,. En effet, soit a € B, on peut écrire « = ajaq + -+ + @y, avec
a; € K. On a

TTL/K(OQ'O() = Z TI"L/K(OQ'O(]')CL]'.
j=1

En posant N = (Trz/x (@i0;))1<ij<n, o0 obtient
(Trp/k(aa),. .., Trp g (ne)) = Nay, ... an).

En multipliant par la transposée de la comatrice de N, on obtient que da; € A pour tout 7, puisque
N est a valeurs dans A et que T'rp/x(a;o) € A, d’aprés le lemme précédent.

Ona M :=Aw+---+Aa,, CBC M := Aay/d+ -+ Ay, /d. Si A est noethérien, alors M’
est un A-module noethérien, donc B est un A-module de type fini d’aprés [10]. Si A est principal,
alors B est libre de rang m d’aprés [6]. O

Corollaire 4.10. Soient A un anneau noethérien et intégralement clos, K son corps des fractions,
L/K une extension finie et séparable, et B la fermeture intégrale de A dans L. Alors B est un
A-module de type fini, et c’est donc un annneau noethérien.
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Un résultat important est qu'une fermeture intégrale est intégralement close lorsque 'extension
est finie.

Théoréme 4.11. Soient A un anneau, K son corps des fractions, L/ K wune extension finie et B
la fermeture intégrale de A dans L. Alors B est intégralement clos.

Démonstration. On a L = Frac(B) d’aprés la Remarque 4.7. Soit « € L entier sur B. On veut
montrer que r € B. Soit P(X) = >  b;X* € B[X] un polynome unitaire qui annule z. On pose
B’ = Alby,...,by| le sous-anneau engendré par les coefficients de P. C’est un A-module de type fini
puisque les coefficients sont entiers sur A, d’aprés le Lemme 4.2. De plus, B’[z] est un B’-module
de type fini grace au Lemme 4.2, donc B’[z] est un A-module de type fini. On en déduit donc que
x est entier sur A, ie., z € B. n

De plus, on peut déterminer la fermeture intégrale d’un anneau dans un corps a l'aide des
anneaux de valuation. Ce résultat est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 4.12. On utilise les mémes notations que dans le théoréeme précédent. Soit V' [’ensemble
des anneaux de valuation O, dans L avec un idéal mazximal M tels que A C O et M N A est un
idéal mazimal de A. Alors la fermeture intégrale B de A dans L est égale a l'intersection :

R:= ﬂﬁ’.

oevV

Démonstration. D’aprés la Proposition 4.5, & est intégralement clos pour tout & € V car O est
un anneau de valuation. De plus, A C & donc B C €. Ceci prouve B C R. Démontrons I'inclusion
L\B C L\R. Soitz € L\B.Onax ¢ Blx"!], sinon il existerait ag,...,a,, € B tels que
T = Qm + -+ apx”™. En multipliant par 2™, on obtient que x est entier sur B. Or, B est
intégralement clos d’aprés le théoréme précédent. Par conséquent 27! n’est pas inversible dans
B[z, il est alors contenu dans m un idéal maximal de B[z~!]. Par le théoréme de Chevalley, il
existe un anneau de valuation & de L tel que Blz™!] C & et M N Blz™'] = m, ou M est I'idéal
maximal de &. Puisque z7! € M, x ¢ 0. 1l suffit de comprendre que & € V, i.e., que M N A est
un idéal maximal de A. Ona M NA =mnN A car A C B[z™']. D’abord, comme 7! € m on a
B/mN B ~ B[z~!]/m. L’idéal m N B est maximal dans B. Et on a 'inclusion A/mNA C B/mNB.
Or, B est entier sur A et B/m N B est un corps, donc A/m N A est un corps et m N A est bien un
idéal maximal de A. O

4.2 Anneaux de Dedekind

Définition 4.13. Un anneau de Dedekind est un anneau noethérien, intégralement clos et tel que
tout idéal premier non nul est un idéal maximal.

On considére A un anneau de Dedekind et K son corps des fractions. Avant d’énoncer les
propriétés d’un anneau de Dedekind, on remarque un résultat important :

Théoréme 4.14. Si L est une extension finie et séparable de K, et B la fermeture intégrale de A
dans L, alors B est un anneau de Dedekind.

Démonstration. Pour montrer que B est un anneau noethérien et intégralement clos, on utilise le
Corollaire 4.10 et le Théoréeme 4.11. Soit p un idéal premier non nul de B. Alors p :=p N A est un
idéal premier non nul de A. La primalité est claire. De plus, p est non nul. En effet, si on prend y € p
tel que y # 0, par définition de B, il existe aq, . .., a, € A tels que a, # 0 et y"+a;y™ ' +---4a, =0
et on obtient alors que a,, € p. Cela nous donne a,, € p. Comme p est un idéal premier non nul de
A, c’est un idéal maximal car A est un anneau de Dedekind. On trouve que B/p est une extension
algébrique de A/p. C’est donc un corps, et p est maximal. On a montré que B est un anneau de

Dedekind. O
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Théoréme 4.15. Chaque idéal a de A différent de (0) et A admet une factorisation a = py---p,
en idéaux premiers non nuls de A qui est unique a [’ordre des facteurs prés.

Pour montrer ce théoréeme, on introduit deux lemmes :

Lemme 4.16. Pour tout idéal a # (0) de A, il existe des idéauzr premiers non nuls p1,pa, ..., P,
tels que a 2 pipa - P

Démonstration. Pour montrer ce lemme, on considére I’ensemble des a qui ne vérifient pas cette
condition. Comme A est noethérien, il existe a un élément maximal de cet ensemble. Il ne peut pas
étre premier, donc il existe by, by € A tels que b1by € a, mais by, by ¢ a. Si on note a; = (b)) + a et
as = (bs) 4 a, alors a C a;, et de méme pour a, et a;as C a. Par maximalité de a, les idéaux a; et
a, contiennent un produit d’idéaux premiers. Il n’existe donc pas de a ne vérifiant pas la propriété
du lemme. O

Lemme 4.17. Soit p un idéal premier de A. On définit p~* = {x € K | xp C O}. Alorsap™' # a
pour tout idéal a # (0).

Démonstration. Soient a € p, a # 0, et py---p, C (a) C p avec r le plus petit possible. Alors, un
des p; est contenu dans p (sinon il existe p; - - - p, € p avec p; € p;\p, impossible car p est premier).

On peut supposer ¢ = 1. On a donc p; C p et méme p; = p, car p; est maximal et A est un
anneau de Dedekind.

Puisque py - - - p, € (a) par minimalité de r, il existe b = py---p, tel que b ¢ (a), ie., a7 'b ¢ A.
Or, on a bp C (a), ie., a”tbp C Aet a='b € p~t. 1l suit que p~' # A.

Prenons maintenant a un idéal non nul de A et a,...,q, € A formant un systéme de généra-
teurs. Supposons par I'absurde que ap~' = a. Pour « € p~', on pose (a; j)1<ij<n C A tel que :

n

To,; = E Qi 0.

j=1

En posant la matrice M = (20, ; — @i j)1<ij<n, o0 obtient M*(oy, ..., a,) = 0. Si on multiplie
'égalité précédente par la transposée de la comatrice de M, on trouve que le déterminant d = det(M)
satisfait day = - -+ = da,, = 0, et donc que d = 0.

D’ou, z est entier sur A. Puisque c’est une racine de P(X) = det((Xd;; — a;;)1<ij<n) € A[X],
on en déduit que x € A, ce qui signifie que p~! = A. C’est une contradiction, donc ap™! # a. n

Démonstration du théoreme. 1. Existence de la factorisation :
Soit. M I’ensemble des idéaux non triviaux de A n’admettant pas de décomposition en idéaux
premiers. Supposons que M # (). Alors, il existe un élément maximal a dans M (car A est un
anneau de Dedekind) contenu dans un idéal maximal p de A. On a

aCaptCpp!cCA

Par le lemme précédent, a € ap™ et p € pp~'. Comme p est maximal, on a pp~! C A.
Par maximalité de a, et comme ap~! # A, I'idéal ap~! admet une décomposition en idéaux
premiers : ap~t = p; - -+ p,. Cela donne a = ap~!p = p; - - - p,p. Cest absurde, donc M = 0.

2. Unicité :
Pour un idéal premier p, si ab C p alors a C pou b C p. Donc si a = pipo---p, = g1+ (s,
alors p; contient un q;, disons q;, et par maximalité des idéaux, ils sont égaux. Comme
m ¢ pip; ', on a pip; " = A, toujours par maximalité. On multiplie a par p~t. On obtient
Po---Pr = (2 (s et on raisonne par induction.

On a donc prouvé 'unicité et I'existence de la décomposition en idéaux premiers. O

27



Pour définir une valuation p-adique sur K nous avons besoin d’introduire la définition d’idéal
fractionnaire de A.

Définition 4.18. On appelle idéal fractionnaire de A tout sous A-module I de K tel qu’il existe
d € A non nul satisfaisant I C d~1A.

Remarque 4.19. Les idéauz de A sont des idéauz fractionnaires.

Proposition 4.20. Soit Ji l’ensemble des idéaux fractionnaires non nuls de A. On munit Ji du
produit de A-modules, i.e., I1' est le A-module de K engendré par les produits d’éléments de I et
I'. L’ensemble Jy, muni de cette loi est un groupe abélien. L’élément neutre est (1) = A et l'inverse
de a un idéal fractionnaire est a™' = {x € K | xa C A}.

Démonstration. L’associativité et la commutativité sont claires. On comprend facilement que A est
I’élément neutre et que le produit de deux idéaux fractionnaires reste un idéal fractionnaire. Pour p
un idéal premier non nul de A, on a bien pp~! = A car p C pp~! (Lemme ?7?) et p est maximal. Par
conséquent, si a est un idéal de A, on note a = p; - - - p,. la décompositon de a en produit d’idéaux
premiers. On pose b = p;*---p-L. On a alors ba = A donc b C a~!. Réciproquement, si z € K
vérifie xa C A, alors xab C b. Ce qui donne z € b puisque ab = A. Cela démontre que b, I'inverse
de a, est égal & a=!. Le A-module a~! est un idéal fractionnaire, il suffit de prendre un élément non
nul d € a et on obtient da~' C A. Dans le cas général, si a est un idéal fractionnaire et d € A\ {0}
est un élément tel que da C A, alors da est un idéal de A. L’idéal fractionnaire (da)™! = d~ta™! est
I'inverse de da et donc aa~! = A. Le A-module a=! est bien un idéal fractionnaire de A. m

Corollaire 4.21. Tout idéal fractionnaire a de A admet une unique décomposition en produit
d’idéaux premiers
o= I

p idéal premier de A

o ny € Z est nul pour presque tout p. Autrement dit, Ji est un groupe abélien libre engendré par
les idéaux premiers non nul de A.

Démonstration. Soient a un idéal fractionnaire de A et d € A tel que da est un idéal de A. On a
alors a = (da)(dA)~!. Cette égalité nous donne une décomposition de a en idéaux premiers de A.
Pour I'unicité, il suffit de se ramener & I'unicité de la décomposition pour les idéaux de A. n

Gréace a la décomposition des idéaux fractionnaires en produit d’idéaux premiers, on peut définir
une valuation p-adique. C’est le sujet de la sous-partie suivante. On y verra aussi les extensions de
ces valuations.

4.3 Valuations dans les anneaux de Dedekind

Définition 4.22. Soit I un idéal fractionnaire non nul de A. On note

I = H prr

p idéal premier de A

sa décomposition en produit d’idéauz premiers. On pose vy(I) = ny, pour p un idéal premier de A.
Pour tout © € K*, on pose vy(z) := v,((x)), ot (x) est l'idéal fractionnaire de A engendré par x.
On pose aussi v,(0) = o0.

Proposition 4.23. L’application v, : K — Z U {o0} est une valuation sur K.

Proposition 4.24. Soit p un idéal premier de A. L’anneau de valuation de v, est A,, le localisé de
A enp. De plus, vy, est une valuation discrete de rang 1 dont le groupe de valuation est Z.
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Lemme 4.25. Soit R un anneau intégre qui n’est pas un corps. L’anneau R est local et principal
st et seulement si ¢’est un anneau de valuation associé & une valuation discréte o valeurs dans R.

Démonstration. Montrons d’abord le sens direct de 1’équivalence. Soit m l'unique idéal maximal
de R et m un générateur de m dans R. [’élément m est irréductible puisqu’il engendre un idéal
maximal. Comme R est principal, il est factoriel et on a 'existence et I'unicité de la décomposition
en produit d’éléments irréductibles. La valuation v,, est donc bien définie sur F'rac(R). Supposons
qu'il existe x € Frac(R)\ R tel que v,,(x) = 0. On a que m est le seul élément irréductible de R car
I'anneau est local. Par définition de F'rac(R), et par décomposition en produit d’irréductibles dans
R, on peut écrire x = m"u/v avec n € Z et u,v € R\ m. Comme x est de valuation positive, on a
n > 0. Puisque R est local et que v € R\ m, on a v~' € R . On obtient que z € R. Ceci démontre
que R est 'anneau de valuation associé & v,,. Or, v,, est une valuation discréte & valeurs dans R,
on obtient bien ce que 'on cherchait.

Pour la réciproque, il suffit d’utiliser I'existence d’un élément de valuation positive minimale
pour montrer la principalité. O

Corollaire 4.26. L’anneau de valuation A, est un anneau principal.

Remarque 4.27. De plus, il est local, donc il possede un unique idéal maximal. Tout élément de
A de p-valuation égale a 1 est un générateur de lidéal mazimal de A,. On Uappelle uniformisante
de p ou de A, ou générateur local.

La propriété du corollaire précédent est méme une caractérisation des anneaux de Dedekind.

Théoréme 4.28. Soit A un anneau intégre et noethérien. Si pour tout idéal maximal m de A le
localisé Ay, est principal, alors A est un anneau de Dedekind.

A= ﬂ A,

m idéal maximal de A

Démonstration. On a

Comme les A, sont des anneaux de valuation, ils sont intégralement clos, par la Proposition 4.5.
Cette propriété est stable par intersection, donc A est intégralement clos. Soit p un idéal premier de
A. Montrons qu’il est maximal. Soit m un idéal maximal de A qui contient p. Comme l'idéal pA,,
est premier dans Ay, il suit qu’il est maximal et que pA, = mA,. Ceci nous donne p = m. D’ou, A
est un anneau de Dedekind. O

Soient L une extension séparable et finie de K, et B la fermeture intégrale de A. D’apres le
Théoréme 4.14, B est un anneau de Dedekind. Soit p un idéal premier de A non nul. Considérons
la décomposition de I’idéal pB en idéaux premiers de B :

pB=]]a"
q

On dira que l'idéal premier q de B divise p si e; = 1. On peut aussi dire que q est au dessus de p.
L’entier e est I'indice de ramification de p sur q et entier f; := [B/q : A/p] est le degré d’inertie
de p sur q.
Définition 4.29. — Sir > 2, alors on dit que p se décompose dans L.

— Sieq = 1 pour tout les idéaux q au dessus de p on dit que p est inerte dans L. Dans le cas

contraire on dit que p se ramifie dans L.

Dans le cas d’une extension quadratique de Z, on verra qu’on peut déterminer les nombres
premiers qui se décomposent, qui sont inerte et qui se ramifient dans la sous-partie 4.4.
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Remarque 4.30. Si q est au dessus de p, alors qNA=9p. En effet, pB C q doncp CqnAC A.
Par maximalité, on obtient p = qN A. On en déduit que si q divise p, alors il ne divise aucun autre
1déal premier de A.

Lemme 4.31. Si deuz valuations discretes de K a valeurs dans R (donc de rang 1) sont équivalentes
et coincident sur un élément de valuation strictement positive, alors elle sont égales.

Démonstration. Pour démontrer le lemme, il suffit de comprendre que le seul isomorphisme ordonné
entre deux sous-groupes discrets de R est une homotéthie. Pour «, 8 € R, on consideére les sous-
groupes discrets aZ et fZ. Si ¢ : aZ — PZ est un isomorphisme ordonné, alors () = [ par
minimalité de a et 5 en tant que qu’éléments strictement positifs de leur groupe respectif. Par les
propriétés des morphismes de groupes, on obtient ¢ (ax) = Sz pour tout x € Z et donc 1(x) = cx,
ol ¢ = /a pour tout = € aZ.

Si v et v’ sont équivalentes alors l'isomorphisme ordonné entre v et v’ est une homotéthie de
la forme ¢ - Id. Prenons z € K tel que v(z) = v(2’) > 0. On a cv(z) = v'(x) et donc ¢ = 1. Les
valuations v et v' sont bien égales. O

Proposition 4.32. Soit p un idéal premier de A. Pour tout idéal premier q de B tel que qlp, la
valuation discréte vg/eq étend vy, et toute valuation étendant vy, se construit de cette maniére. On
a une bijection

) {q idéal premier de B | qlp} — {w valuation de L étendant v}
g vy /eq

Démonstration. Soit q un idéal premier de B au-dessus de p. On a vq(pB) = €4 par définition de
I'indice de ramification. D’aprés la Remarque 4.30, v4(vB) = 0 pour tout idéal premier de A différent
de p. Soit [ un idéal fractionnaire de A. Notons I = [ [, t"* la décomposition de I en produit d’idéaux
premiers de A. On a

v(IB) = vy <H t"‘B> = vq(p" B) = vq(pB)1p = eqnp = equp(]).

On obtient vy(z) = equp() pour tout € K*. La valuation vy/eq étend donc v,. L’application ¢ est
bien définie.

Si q et g’ sont deux idéaux distincts de B divisant p, alors aucun ne contient ’autre par maxi-
malité. Prenons = € q \ ¢'. Alors x vérifie vq(x) > 0 > vy (z). Cela prouve que v, et vy ne sont pas
équivalentes et que @ est injective.

Démontrons la surjectivité. Soit w une extension de v,. On note W son anneau de valuation et
m son idéal maximal. Puisque w|x = vy, on a A C W et mN A = p. Un anneau de valuation est
intégralement clos. Comme L est le corps de fonctions de W, et que A C B, on a B C W. Posons
qg = mN B. C’est un idéal premier de B car m l'est. On a aussi p = qN A, donc q est au dessus
de p. L’anneau W contient B,. En effet, ¢ = m N B, donc les éléments de B \ q sont de valuations
négatives. On obtient By C W C Frac(B,;) = L. Supposons que la premiére inclusion est stricte.
Il existe x € W tel que v4(z) < 0. Soit ¢ une uniformisante de B,. Il existe n € N* et u € By tels
que z = ¢~ "u. En multipliant  par ¢" *u~!, on montre que ¢~* € W. Cela nous donne W = L, ce
qui est impossible car w n’est pas triviale. On a W = B, et donc w est équivalente & v,. D’aprées le
lemme précédent, on a en réalité w = vy/eq, car w(p) =1 = vy(p)/eq. O

Soient q un idéal premier de B au dessus de p, w = vy/e, la valuation associée qui étend v = v,
et ey, fu les indice de ramification et degré d’inertie respectifs de 'extension w sur v. Montrons
que eq = €, et f; = fu. Le groupe de valuation de v est Z, et celui de w est 1 —7, donc e,, = e,.

Le corps résiduel de v est A,/pA,, et celui de w est B,/qB,. Montrons que A/p = A,/pA,. On a
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A/p C A,/pA,. Pour montrer l'inclusion inverse, prenons x € A, et montrons qu’il existe y € A tel
que x —y € pA,. Il existe a € A et b€ A\ p tels que v = §. L’¢lément b n’appartient pas a I'idéal
maximal p, donc bA+p = A et il existe donc ¢ € A\ p tel que 1 —be € p. Posons y = ac. On obtient
r—y= % € pA,. Cela nous donne A, = A,/pA,. De méme, B, = B,/qB,. Cela démontre que
Jw=1 q-

Il y a correspondance entre les indices de ramification et les degrés d’inertie des extensions de
v, et ceux des idéaux au dessus p. On montrera I'égalité fondamentale dans le cas des idéaux d'un
anneau de Dedekind. Gréace a la correspondance démontrée ci-dessus, on obtient une preuve du
Théoreme 1.50.

Il nous faut le Théoréme des restes chinois pour démontrer 1’égalité fondamentale.

Théoréme 4.33 (Théoréme des restes chinois). Soient ay, ..., a, des idéauzr dans un anneau O tels
que a; + a; = O pour tout 1 # j. Alors st a = N;_,a;, on a

ﬁ/ﬂgéﬁ/ﬂl
=1

Démonstration. L’homomorphisme canonique
a€ 0 (amoday,...,amod a,) E@ﬁ/ai

a comme noyau ﬂ?zl a;. Il nous suffit de montrer qu'’il est bien surjectif. Prenons z; mod a; € 0/q;

pour ¢ = 1,...,n. Pour tout i = 2,...,n, il existe a; € a; tel que a; = 1 (mod ay). C’est possible
car a; + a; = 0. On pose y; = as - - - a,. Alors y; vérifie y3 =1 (mod a1) et y; =0 (mod (), a;).
De méme, on construit y; pour tout ¢ = 2,...,n tel que y; =1 (mod a;) et y; = 0 (mod a;) pour

Jj# i
On pose © = x1y1+- + *+2,Yn. On trouve z = z; (mod a;) pour tout i. Cela prouve la surjectivité
et on trouve bien I'isomorphisme recherché. O]

Théoréme 4.34. Soient p un idéal premier de A non nul et n le degré de ’extension L/K. Consi-
dérons la décomposition de lidéal pB en idéaux premiers de B :

pB=]]a"
q

On a U’égalité fondamentale :

Zeqfq:n.
q

Démonstration. On peut utiliser le Théoréme des restes chinois :

B/pB =P B/q™.
q

Les quotients B/pB et B/q% sont des espaces vectoriels sur le corps £ = A/p. Pour montrer I’égalité
fondamentale, on raisonnera sur la dimension de ces espaces vectoriels.

— Montrons que [B/q% : A/p] = eqf;.

On a f, = [B/q: A/p]. Pour chaque r = 0,...,e, — 1, le quotient q"/q" ™! est un B/q-module
de dimension 1.

On considére la chaine descendante :
B/q™ 2q/q% 2 -+ 297! /g% 2 (0).
Comme (q"/q%)/(q"'/q%) = q"/q""" = B/q, et dim.(B/q) = f,, on a dim.(B/q°) = eqf;.
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— Montrons que [B/pB : A/p] = n.

Si B est un A-module libre, par exemple si A est principal, alors on a un isomorphisme de
A-module : A™ — B. En tensorisant par K on obtient un isomorphisme K™ — L, ce qui
montre que n = m. Puis, en tensorisant par A/p, on a un isomorphisme de A/p-module
(A/p)™ — (B/pB), ce qui montre que [B/pB : A/p] =m =n.

Dans le cas général, on se raméne au localisé. On note B, := B[A,]. L’anneau B, est la
fermeture intégrale de A, dans L et pBy = [[ (¢B,)%. Comme dimga,jpa,(B,/(9B,)) =
dim, (B/q®) = €, fy, et grace a 'égalité précédente, on obtient > eqfq = [By/pBy : Ap/pAy).
Or A, est principal (Corollaire 4.26) donc [B,/pB, : Ay/pAy] = n. Cela démontre 'égalité
fondamentale.

]

Ce théoréme nous est utile pour déterminer une majoration du nombre d’extensions de valua-
tions grace au degré de l'extension. Dans la partie suivante, on en déduira un théoréme sur la
décomposition des nombres premiers dans un corps quadratique.

En combinant le Théoréeme 4.34 avec le Théoréme 2.14, on obtient une correspondance entre la

factorisation du polynéme engendrant I’extension L et les idéaux de B au-dessus d’un idéal premier
de A.

Théoréme 4.35. Soient p un idéal premier de A et v, la valuation qui lui est associée. On note
f € K[X] le polynéme engendrant ’extension L/K et 6 une racine de f dans L. On considére
f = fi-- fr la factorisation de f dans le complété de K pour la valuation v,. Chaque extension de
vy, de la forme vg/eq avec q un idéal de B au dessus de p, correspond a un facteur de f. SoitK_qu une
cloture algébrique du complété de K par v,. Il eviste i € {1,...,r} et un plongement 7; : L — K,
qui envoie 0 sur 0; une racine de f; tels que vq/eq est €gale a U, o T;, ot U est l'extension de la
valuation v, de K, sur la cloture algébrique K_Up

Par bijection des facteurs de f aux extensions de v, on comprend bien I'équivalence entre v, /e,
et v o ;. L’égalité est obtenue grace au Lemme 4.31.

4.4 Corps de nombres quadratiques

L’anneau Z est un anneau de Dedekind. Soient L un corps de nombres et B la fermeture intégrale
de Z dans L. ’anneau B est de Dedekind . On ’appelera anneau des entiers de L.

Soient d un entier sans facteur carré et B I’anneau des entiers du corps quadratique L = @(\/c_l)
On admettra la proposition suivante :

Proposition 4.36. On a
— Sid=1 (mod 4), alors B=17Z+ %QZ.
— Sinon, B=17+dZ.
Soit p un nombre premier. On va étudier la décomposition en idéaux premiers de I'idéal pB. On
note ey, ..., e, fi,..., f respectivement les indices de ramification et les degrés d’inertie de p dans

B. D’aprés légalité fondamentale, on a Y ;_, e;f; = 2, ce qui montre que r < 2 et que seuls trois
cas peuvent survenir :

1. Sir=2e =ey, = f; = fo =1, alors p se décompose dans L.
2. Sir=1,e; =1, fi = 2, alors p est inerte dans L.
3. Sir=1,e; =2, f; =1, alors p se ramifie dans L.

On a le théoréme suivant, qui nous donne la décomposition des premiers dans L. On le démon-
trera a l’aide des outils introduits dans les parties précédentes.
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Théoréme 4.37. Soient d un entier sans facteur carré et B [’anneau des entiers du corps quadra-
tique L = Q(\/d).
— Les nombres premiers qui sont ramifiés dans L sont ceux divisant d, ainsi que 2 si d = 3
(mod 4).
— Ceux qui sont décomposés dans L sont les nombres premiers impairs p tels que d est un résidu
quadratique modulo p, ainsi que 2 si d =1 (mod 8).

— Pour finir, ceuzr qui sont inertes dans L sont les nombres premiers impairs p tels que d n’est
pas un résidu quadratique modulo p, ainsi que 2 si d =5 (mod 8).

Démonstration. Commengons par montrer quels sont les premiers se ramifiant dans L.

— Soit p un nombre premier divisant d. On a v,(d) = 1 puisque d n’a pas de facteur carré. On
note 6 une racine de X? — d dans L. On a 6% = d, donc si on considére w une extension de
vp, on a forcément w(d) = 1/2. On a alors e,, > 2. D’aprés 'égalité fondamentale et par la
correspondance de 'indice de ramification de w sur v avec celui d'un idéal au dessus de (p),
on obtient que p se ramifie.

— Supposons que d = 3 (mod 4). Montrons que 2 se ramifie dans L. Le polynome f = X% —d €
Z[X] est irréductible sur Q. En effet, si on trace le polygone de Newton de f(X + 1), il est
pur et ne passe par aucun point entier hormis ses deux extrémités. Par la Proposition 3.11, on
obtient que f est irréductible dans Q,. Grace au Théoréme 2.14, cela nous donne que vy ne
posséde qu’une unique extension sur L et donc que 2 ne se décompose pas dans L. De plus,
I'idéal 2 n’est pas premier dans anneau des entiers B = Z + v/dZ. En effet le produit (1+40)
et (1 — 0) est dans (2), mais aucun de ces éléments ne l'est. Ceci démontre que 2 se ramifie
sur L.

Soit p un nombre premier impair ne divisant pas d.

— Supposons que d est un carré modulo p. On a alors f = (X — a)(X + a) (mod p) pour «
une racine carré de d modulo p. D’aprés le Lemme de Hensel, f se factorise en deux facteurs
distincts de degré 1. D’apreés le Théoréme 2.14, on a exactement deux extensions de la valuation
vp. D’apres le Théoréme 4.35, on a deux idéaux premiers de I'anneau des entiers au-dessus de
(p). Le premier p se décompose dans L.

— Supposons que d n’est pas un carré modulo p. Pour démontrer que p est inerte, on utilise la
correspondance des indices de ramification des extensions de v, avec les idéaux au-dessus de
(p). Soit w une extension de v,. On a w(f) = v,(d)/2 = 0. En considérant I'image de 1'égalité

6? = d dans le corps résiduel de w, on obtient §2 — d = 0. Cela nous donne 9° = d. Comme d
n’est pas un carré modulo p, on obtient que f,, > 2. On en déduit que p est inerte dans L.

Il reste & montrer comment 2 se décompose selon la reste de d modulo 8.

— Supposons que d = 1 (mod 8). Grace a une méthode de Hensel, on va montrer que f = X?—d
se factorise sur QQa. On pose g = 1. On a f(xy) = 0 (mod 2). L’élément z, n’est pas une
racine simple, donc on ne peut pas utiliser la premiére méthode. Or, v(f(zo)) — 2v(f'(x0)) > 0
car d = 1 (mod 8). On peut alors utiliser la méthode de Newton pour trouver une racine
de f dans Q. Le polynéme f a forcément deux facteurs distincts sinon f serait de la forme
f = X? —2aX + a? ce qui est impossible car o # 0 et que Qs est de caractéristique nulle.
D’aprés le Théoréme 2.14, le premier 2 se décompose dans L.

— Supposons que d = 5 (mod 8). D’aprés le Théoréeme 4.34, I’élément ITJFO est entier et il est
annulé par X? — X — %. Or, X? — X — 1 est irréductible sur Fy et annule I'image de #
dans le corps résiduel d'une extension w de la valuation v,. On en déduit que f,, > 2 et donc
que 2 est inerte dans L.

]

On remarque que le lemme de Hensel et 1'égalité fondamentale sont des outils trés utiles pour
déterminer les extensions d’une valuation.
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5 Bases intégrales

Lorsque 'on a un anneau d’entiers B, il est intéressant d’avoir une base de A-module, si B
est entier sur 'anneau A. On appelle cette base une base intégrale ou une base d’entiers. Dans
cette partie, notre objectif est de donner des éléments permettant de trouver des bases triangulaires
d’entiers de B, ou, plus généralement, d’idéaux fractionnaires de B. On utilisera le passage du local
au global.

5.1 Quelques propriétés des modules

Soient A un anneau de Dedekind, p un idéal maximal de A et K le corps des fractions de A. On
note A, le localisé de A en p. Pour M un A-module, on considére le Ay,-module M, := M[(A\p) '] ~

Définition 5.1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Un A-réseau de E est un
A-module qui engendre E en tant que K -espace vectoriel. C’est donc un A-module libre de rang n.

Proposition 5.2. Soient A un anneau integre et K son anneau des fractions. Soit L un K-espace
vectoriel de dimension n. On suppose que M et N sont des A-réseaux de L. Alors il existe a € A
non nul tel que aM C N.

Par exemple, si on suppose A principal, L = K[f] une extension finie de K, et B la fermeture
intégrale de A, alors I un idéal fractionnaire de B et A[f] sont des A-réseaux de L. Il existe donc
a € A tel que al C Alf)].

Lemme 5.3 (Un lemme de Nakayama faible). Soient A, le localisé de A en p et M, un A,-module
libre de rang n. Alors on a équivalence entre
— (e1,...,e,) est une A,-base de M,.

— L’mage de (e, ..., e,) dans M,/pM, est une A,/pAy-base de M,/pM,.
On peut trouver la preuve de ce lemme dans [4].

Lemme 5.4. Soit V/ € A, et soit N € N. [l existe b € A tel que b—1V € 7V A,, pour 7 € p un
générateur local de p.

Démonstration. 1l existe z,y € A tels que pged(m,y) = 1 et v/ = 5 Soient u,v € A tels que
ur+vy =1 Onaalors ¥ =2 = {Z- = gv(l +ur + - +u 17V ), ot r = ulnl ¢ N A,
En prenant b = zv(1 4+ um + - -+ + uV~'7¥71), on obtient ce que I'on voulait. O

5.2 Localisations et valuations

Si on utilise la valuation p-adique dans A (définie & la Définition 4.22), on a A, = {z € K |
vp(z) = 0} C K. Clest un anneau principal, par la Proposition 4.26.

Comme précédemment, on considére f € A[z] unitaire, séparable, irréductible et de degré n > 1,
L := KJz]/f et 6 une racine de f dans L. On pose B la fermeture intégrale de A dans L. C’est un
anneau de Dedekind d’apres le Théoréme 4.14.

Dans la suite, on considére toujours I un idéal fractionnaire de B.

Définition 5.5. Une p-base de I est une A,-base de I,,.

Définition 5.6. On considére lapplication w = w,: o € L m‘in{(vq(a) —vg(1))/e(a/p)}
ap

Ce n’est pas forcément une valuation, mais elle posséde certaines propriétés des valuations. On
appelera w une semi-valuation.
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Lemme 5.7. Pour touta € K eta,f € L on a :
1. w(aw) = vy(a) + v(a),
2. w(a+ B) 2 min{w(a),w(B)} et Uégalité est vraie si w(a) # w(B).

Démonstration. 1. La premiére égalité vient du fait que pour qlp, la valuation e(;)q/p) est une

extension de la valuation v, et, comme a € K, on a bien :(11(/?) = vy(a).

2. On pose aq := v4(1)/e(q/p) pour tout qlp.
On suppose w(3) > w(a) et on pose q|p tel que w(B) = w,e(B) — aq < mingy{wy(a) — aq}.
On prend ¢'|p tel que w(a+ B) = wy (o + B) — ay. On obtient :
w(a+ ) =wy(a+ B) — ay
= minfwy (5), wy (5)}
> w(f).

On a donc bien 'inégalité.
Si en plus w(f) < w(a), on a wy(f) — aq < wq(a) — aq pour tout glp. On a

w(fB) = wq(B) — ag = we(B + @) — ag = w(a+ 3) = w(f).

Ce qui donne l'égalité attendue.

[]

Comme I, = {z € L | wy ;(z) > 0}, Papplication w est utile pour détecter quels sont les éléments
de L appartenant a I,,.

5.3 Bases triangulaires et réduites

On suppose que A est principal. Ainsi, B et I sont des A-modules libres de rang n. On considére
la chaine de K-espaces vectoriels :

{0y =VhyCcViC---CV,=1L,
otl, pour tout 1 < i < n, V; est le sous-espace vectoriel engendré par 1,0,..., 0"

Définition 5.8. Soit (ag,...,a,_1) € L™ une A-base d’un idéal fractionnaire I de B. On dit que
la base est triangulaire si elle satisfait

1. Pour 0 < j <n, aj =d;g;j(0), oud; € K* et
gi(r) =27 +a; ;277 4+ +ag; € Alx]
est un polynome unitaire de degré j.
2. d)ACdiAC---Cd,1A.
Notre objectif est de montrer que tout idéal fractionnaire posséde une base triangulaire.

Lemme 5.9. Soit I un idéal fractionnaire de B. Pour tout 0 < m < n, on note I, := {d € K |
o™ e I +V,}. On a alors :

— I, est un idéal fractionnaire non nul de A. En particulier, il existe d,, € K* (unique a unité
pres) tel que I, = d,A.

— lLy=INK.
— LhchL C---Cly.
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Démonstration. 1l existe a,b € A non nuls tels que al C A[f] et bA[0] C I, d’aprés la Proposition
52. On a b € I, pour tout m, donc I, est non nul. De plus, al,, C A car pour d € I,,, on a
add™ € al + aV,, C A[0] + V,,. En utilisant que {1,6,...,0" '} est une K-base de L, on obtient
ad € A. Le reste découle de la principalité de A.

La deuxiéme proposition vient de la définition et pour la troisiéme, la chaine d’inclusion est
claire.

]

Définition 5.10. Les éléments dy,...,d,_1 € K* sont des invariants de I a unités de A prés. On
les appelera les diviseurs élémentaires de 1.

Théoréme 5.11. Soit I un idéal fractionnaire de B. Pour chaque entier 0 < m < n, on considére
une paire d’éléments d,, € K* et B, = bom + by + - - - + 0™ € Alf] satisfaisant :

1. d,,0., €1,
2. dn, A est mazximal (pour l'inclusion) pour cette propriété pour tous les choiz de [3,.

Alors dyBy, . .. ,d,_18,_1 est une base triangulaire de I.

On admet la preuve.

5.4 Bases triangulaires locales

On va utiliser la principalité de A pour trouver une p-base de I un idéal fractionnaire de B et
en déduire une A-base de I.

On note p un idéal maximal de A. On a P(A,) = {7} et P(A4,)% = {r' | i € Z}, ou m € p est un
générateur local.

Grace aux résultats précédents, on sait que I, admet une A,-base triangulaire.

Théoréme 5.12. Soit I un idéal fractionnaire non nul de B. Pour tout entier 0 < m < n,
considérons une paire Vy, € Z et By = bom + b1 mb + -+ - + 0™ € A[f] satisfaisant

1. 7B, €l,
2. Uy, est minimal pour cette propriété pour tous les choix possibles de [3,,.

Alors 0y, ..., w15, 1 est une p-base triangulaire de I.

Démonstration. Ce qui différencie ce théoréme du Théoréme 5.11, c’est qu’au lieu de faire une
comparaison sur tous les /3, dans A,[f], on peut seulement faire la comparaison pour les 3, dans
A[f]. Pour montrer cela, on pose b, € A,[0] tel que (p”1b,...,p"" b)) est une Ay-base triangulaire de
I, et on va montrer l'existence de by, ..., b, € A[f] tels que 71by, ..., 7"b, est une A,-base de I,.

D’aprés la Proposition 5.2, comme A,[6] et I, sont des A-modules de rang n dans L, alors il
existe N € N tel que 7V A,[0] C pI,. En appliquant le Lemme 5.4 & chaque coefficient, il existe pour
tout i =0,...,n—1, b; € A[f] unitaire tel que b, —b, € 7" A[f]. Cela nous donne 7 (b; —b.) € pI,.
Enfin, d’apreés le Lemme 5.3, {70} + p1,,...,p"b], + pl,} est une A,/pA,-base de I,/pl,, donc
{7 b1 +ply, ..., p""b, +pl,} est aussi une base de I, /pl,. D’aprés le Lemme 5.3, {70y, ..., p""b,}
est une Ay-base de I,. Dans la condition 2., on peut donc se restreindre aux polynémes [, dans
Alf). m

Corollaire 5.13. En reprenant les notations précédentes, on a vy, = [—w, 1(Bm)] pour tout 0 <
m < n. En particulier, vy = [maxqp{vs(1)/e(q/p)}].

Démonstration. Pour tout entier m entre 0 et n — 1, par la propriété de la semi-valuation w, r, on a

Wy, (T Br) 2 0wy 1(Bm) 2 —Vim.

Par minimalité des vy, on a vy, = [—wy 1(Bm)]. H
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La condition 2 du Théoréme 5.12 dit que Uentier |wy ;(5,,(0))]| est maximal pour tous les choix
de B, € Alx] unitaire et de degré m. De plus, si on demande la maximalité de w, (5, ()), on
obtient des bases réduites. Ces bases intégrales de certains sous-anneaux de corps de fonctions sont
utiles d’un point de vue algorithmique pour calculer des bases de Riemann-Roch. On peut voir cela
dans larticle de Hess [5].

Définition 5.14. Une famille oy, . . ., o, de B est dite p-réduite si pour toute famille ay, ... ,a, € A,
on a

T
Wy 1 (Z aioz,»> = min{w, ;(a;0;) | 1 <i <1}
i=1

Si on veut rajouter la propriété de réduction dans le Théoréme 5.12 cela nous donne :

Théoréme 5.15. Soit I un idéal fractionnaire de B. Pour tout entierm = 0,...,n—1, on considére
gm € A[X] un polynome unitaire de degré m tel que wy 1(gn,(8)) est mazimal pour tous les choiz de
Gm- On note vy, = [—wy, 1(gm(0))]. Alors on obtient que ©°go(0), ..., 7" 1 g,_1(8) est une p-base
triangulaire p-réduite de 1.

Démonstration. Par le Théoréme 5.12; on sait que 7°gq(0), ..., 7" 1g,—1(0) est une p-base trian-
gulaire de I, donc il reste & montrer qu’elle est réduite.
On pose ; := 7" g;(#). Prenons une famille ag, . .., a,—1 € A, et § = min{w, ;(a;a;) | 0 < i < n}.

Par les propriétés des semi-valuations, on a

n—1
(i (Z aiai> > min{w, s(a;0;) | 1 < i <n}=0.

Posons & = {i | wy s(a;a;) = 0}. Comme 0 < wy () < 1 pour tout ¢ et comme les valuations
vy(a;) sont des entiers positifs, alors les v,(a;) sont identiques pour tout ¢ € .#. En divisant par une
certaine puissance de 7, on peut supposer que v,(a;) = 0 pour i € . Si ip = max(.#), on peut
tout diviser par a;, (qui est une unité de A,). On a :

Z a;c; = o h(0)

ic.s
pour un certain polynéme h € A,[f] de degré iy. Par maximalité de g,,(#), on doit avoir
oy (Z a) < (103, (6)) = (o) = 6.
ic.s

Cela nous donne
n—1
(I ( E aiai> = 0.
i=0

La base est bien p-réduite. O

5.5 Bases globales

Définition 5.16. Soient M, N deuz réseaux de L. On note [M : N| l'idéal fractionnaire engendré
par le déterminant de la matrice de transition d’une A-base de N vers une A-base de M.

Remarque 5.17. On peut choisir n’importe quelle base car le déterminant est le méme o une unité
de A pres.

Lemme 5.18. Soient L, M, et N des réseaux de L. On a
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— [L: N])=|[L: M][M : NJ,
— [M:N|=[N: M|,
— [M : N], = [M, : N,|, pour tout idéal mazimal p de A.

Les deux premieéres affirmations sont évidentes. Pour la troisiéme, on comprend qu’une matrice
de transition de N vers M reste une matrice de transition de N, a M,,.

Lemme 5.19. Soient N C M deux réseaux de L et p un idéal maximal de A. On a
— N = M si et seulement si [M : N| = A.
— N, = M, si et seulement si p1{[M : NJ.

Démonstration. On a la premiére équivalence car [M : N| = A si et seulement si une matrice de
transition de N a M est de déterminant une unité de A. Or, N C M, donc [M : N| = A si seulement
si N = M. Pour la deuxiéme affirmation, on utilise la premiére. On a [M : N], = A, si et seulement
sipt[M: NJ. O

On note Max(A) Pensemble des idéaux maximaux de A. Comme A est un anneau de Dedekind,
I’ensemble correspond aux idéaux premiers non nuls.

Théoréme 5.20. Soit I un idéal fractionnaire de B. Posons [’ensemble
M1 = Supp(I) U Supp([B : Alf]]) C Max(A),

ou Supp(I) est l’ensemble des idéaux maximauz de A tels qu’il existe q un idéal premier de B qui
les divise et tel que vq(I) # 0, et Supp([B : Alf]]) est l'ensemble des idéaur mazimauz de A divisant
(B : Alf]]. Supposons que pour chaque p = m,A € M;, on a une p-base triangulaire de I, :

T Bogs oo Burp, avee vip = [—wp1(Bjp)]-
On pose U, les matrices triangulaires supérieures a valeurs dans A telles que
(1’9"“’077/—1)(]'3 — (/80713,...,6”_17'3).

On construit ensuite U la matrice triangulaire supérieure solution du théoréme des restes chinois :

U= (U,) (mod m,™ ™), Vpe 4.

On pose la A-base By, ..., Bn_1 de Al0] déterminée par les colonnes de U :
(1,0,...,0" YU = (Bo, ..., Bu1).
Alors dofy, . .., dn—1B,—1 est une A-base triangulaire de I, ot d; = Hpe///] 7r§j’p

Démonstration. Montrons d’abord que d,,3,, € I pour tout 0 < m < n. C’est équivalent & montrer
que dp,Sm € I, pour tout p € Max(A).
Sip ¢ 4, onal,=A[f],. En effet, comme p ¢ Supp(l), on a

Iy ={g € L |vg(9) = vq(I) Valp} = {g € Llvg(g9) = 0 Valp} = By,
et B, = A[f],, car, comme p 1 [B : Alf]] et Alf] C B, on peut appliquer le Lemme 5.19. Comme

dm € A, et 5, € Alf], on a d,,, 3, € Alf], = I,,.
Dans le cas p € 47,

Up(ﬂm - Bma p) 2 Vop — Vmp
vg(1)

Z ela/p

7 Umps Vq|p  (par le Corollaire 5.13).
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Donc wy 1(Bm — Bmp) = —Vmyp. Comme wy 1(Bimp) = —Vimy, le Lemme 5.7 montre que wy ;(5y,) =
—VUmyp €t Wy 1(dmBm) = Vimp + Wy 1(Bm) = 0. On trouve que d,, 3, appartient bien a I,.

Il reste a comprendre pourquoi d,, A est maximal parmi les idéaux dA pour d € K* tel qu’il existe
Bl € A[f] un polynéome unitaire de degré m vérifiant dB/, € I. Supposons que l'on ait d,,A C dA.
Alors il existe p un idéal premier de A tel que vy(d,,) > vy(d). Sip ¢ A1, on a 0 > v,(d) et cela
contredit I'égalité I, = A[6],.

Sip € A, on av,, > uv(d) et cela contredit la minimalité de v,,, et donc, par équivalence, le
fait que 7m* est le m-iéme diviseur élémentaire de 1,,.

Finalement, par le Théoréeme 5.11, dofy, .. .,d,_15,_1 forment une base triangulaire de I.

O

Dans cette partie, on comprend que les valuations sont un outil pour le calcul des bases intégrales
d’idéaux fractionnaires. Si on arrive a calculer des polyndémes dont la semi-valuation est maximale,
on peut en déduire une base triangulaire.L.’algorithme MinMax de Stainsby permet de les calculer.
I1 utilise I'algorithme OM, expliqué dans [7] et en déduit des p-bases triangulaires en utilisant la
propriété de maximalité du Théoréme 5.15. Puis, il suffit d’utiliser le théoréme des restes chinois
pour obtenir une base globale.

Une autre motivation est de calculer des bases d’espaces de Riemann-Roch grace a ce procédé.
Soit F' un corps de fonctions algébriques sur K de degré de transcendance 1. Notons x un élément
transcendant de F' sur K. Les places de F' sont les idéaux maximaux des anneaux de valuation de
F' contenant K. Un diviseur de F' est une somme formelle

anp,
P

olt np sont des entiers presque tous nuls et P parcourt I'ensemble des places de F. A chaque place
P de F, on associe vp une valuation discréte telle que si P = t0, oul € est son anneau de valuation,
alors pour tout y € F' de la forme y = t"u avec u € 0, on a vp(y) = n (voir Partie 1.2). On peut,
pour tout élément a € F*, lui associer un diviseur (a) := Y, vp(a)P. On souhaite déterminer une
K-base de I'espace de Riemann-Roch associé¢ & D =) ,npP :

Z(D):={a€ F*|(a) >—-D}U{0},

ou l'ordre > est 'ordre terme a terme sur les coefficients np.

Pour construire une base, on sépare les places P du diviseur, selon si elles sont finies, i.e.,
restreintes & K[z, sont égales & une valuation vg, ou si elles sont infinies, i.e., restreintes a K[z],
elles valent —deg. L’ensemble Iy := {a € F* | vp(a) = —np, P place finie de D} est un idéal
fractionnaire de K[z|. Tandis que l'ensemble I, := {a € F* | vp(a) > —np, P place infinie de D}
est un idéal fractionnaire de K[z~ '],-1). L’espace de Riemann-Roch correspond a l'intersection de
ces deux idéaux. Pour déterminer une base de £ (D), on peut utiliser une base réduite de I selon
une semi-valuation associée a I,. Cela est fait par Hess dans [5]. Dans son article, il obtient une
matrice de transition entre une base de I et une base de I, de la forme diag(z=",... z7"). Le
calcul de l'intersection est alors grandement facilité.
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